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Vorrede. 



Das vorliegende Werk enthält die Endresultatraiehr- 
jähriger Forschungen nach solchen ramnlichen Fun- 

damentaleigenschaften, die den Keim aller Sätze, Po- 
fismen und Aufgaben der Geometrie» woout uns die 
ältere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in 
sich enthalten. Für dieses Heer von auseinander 
gerissenen Ei'genthümlichkeiten mufste sich ein lo- 
tender Faden und eine gemeinsame Wurzel aufliu4en 
lassen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber- ' 
sieht der Sätze gewonnen, ein freierer Blick in das 
Besondere eines jedeii und semer Stellung zu den 
übrigen geworfen werden kann. Wenn Jemand alle 
bis jetzt bekannt gewordenen Sätze und Aufgaben 
nach den bisher üblichen Vorschriften zu beweisen 
und zu lösen sich vornehmen wollte, so wäre dazu 
viel Zeit und Mühe erfordeiüch, und amJEnde hatte 
man doch nur eine Sammlung von auseinander lie- 
genden, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststü- 
cken, aber kein organisch zusammenhängendes Gart- 
ze 2^ Stande gebracht. Gegenwärtige Schrift hat es 
versucht, den Organisnms aufzudedcen, durdi .wel- 
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der 
Kaumwelt mit einander verbunden sind. £s giebt 
eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamental- 
beziehungen, worin sich der Schematismus ausspricht, 
nach welchem sich die übrige Masse von Sata^n fol- 
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VI Vorrede« 

gerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. 
Durch gehörige Aneignung der wenigen Grundbe- 
Ziehungen madit man sich zum Herrn des ganzen 
Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos ein, 
und man sieht» wie alle Theile naturgemäfs in ein« 
ander greifen, in schönster Ordnung sich in Reihen 
stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen 
sich vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleich- 
sam in den Besitz der Elemente, von welchen die 
Natur ausgeht, um mit möglichster Sparsamkeit und 
auf die einfachste Weise denFiguren unzählig viele 
Eigenschaften verleihen zu können. Hierbei macht 
weder die synthetische, noch die analytische Methode, 
den Kern der Sache aus, der darin besteh^ dafs die 
Abhängigkeit der Gestalten von einander, und 'die' 
Art und Weise aufgedeckt wird, wie ihre Eigen- 
>scfaafien von den einfachem Figuren zu den zusam- 
•men gesetztem sich fortpflanzen. Dieser Zusammen- 
hang «und Uebergang ist die eigentliche Quelle aller 
. -übrigen vereinzelten Aussagen der Geometrie. Ei- 
genschaften der Figuren (wie z. B. die conjugirten 
Durchmesser der Kegelschnitte; sechs Punkte oder 
Stralilen, welche Involution bilden; das mystische 
Sechseck und Sechsseit^ u* s. wO> von derea Yor- 
handensrin man sich sonst durch kunstliche Beweise 
überzeugen niufste, und die, wenn sie gefundeir wa- 
ren, als etwas Wunderbares dastanden, zeigen sich 
nun als nothwendige Folgen der unscheinbarsten 
Eigenschaften der aufgefundenen Grundelemente» 
und jene sind a priori durch diese gesetzt. 

Wenn nun wirklich in diesem Werke gleich- 
sam der Gang, den die Natur befolgt, aufgedeckt 
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Vorrede* VII 

wird, so werden alle hier synthetisch entwickelten 
Resultate sich natürlicher Weise auch durcli ana- 
lytische Hfilfsmittel aaffinden lassen^ was meines Er> 
achtens durchaus nichts Ueberraschendesin sich 
tragm kann. Der Analyst, der dieses, ausfährt^ hat 
nicht mehr als seine Pflicht gcllian, wenn er jeden 
Fortschritt der Wissenschaft benutzt, und sich den- 
selben so zur Lehre dienen läfst, da(s seine Methode 
darnach vervollständigt wird« Auch ist es- recht ei- 
^ gentlich seine Sache, jene ResuItate zu verallgemei- 
nern^ und ich sollte meinen, dafs seine Arbeit nicht an 
ihrem Wertbe verlieren w|uurde, wenn er^ unterlielse, 
gegen seinen Wegweiser sidi vornehm zu geberden. 

Der Streit I welcher sich vor nicht langer Zeit 
zwischen den swei, in Rücksicfat- auf die Geometrie 
verdienstvollsten, französischen Mathematikern,, über 
den Vorzug des. Prinzips der Dualität und der 
Theorie des pokures reciproques entspann *), wird, 
wie ich glaube, durch die vorliegende Entwickelung 
unzweideutig entschieden, so dafs ich es nicht fär 
nuthig halte, hier darauf weiter einzugehen. Die 
Dualität tritt mit den Grundgebilden zugleich hervor, 
jene Theorie hingegen kommt erst später, als Re- 
sultat bestimmter ^Verbindungen der Grundgebilde, 
zum Vorschein. Wenn aber auch das Gergonne- 
sehe Prinzip sich in dieser Hinsicht ala das primi- 
tivere, der Quelle näher liegende, bewährt, so hat 
doch P o n c e 1 e t ein gleich grofses Verdienst , so 
viel zur Entwickelung und Föiderung der syntheti- 
schen Geometrie beigetragen zu haben, dafs diese 

♦) Bulletin univeraely aout 1827, pag, 109, uud /HmoU» da 
MatUmatiqw»» tom. XVUl« pag. 125. 
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VUi Vorrede. 

fortan nicht mehr mit jener Geringschätzung behan- 
delt werden dar( welche man ihr in neuererZeit gar 
zu oft und gar zu leichtfertig zu Theil werden liels. 
Uebrigens tritt die genannte Theorie durch die ge- 
genwärtige Entwickelung in vollständigerer und all- 
gemeinerer Gestalt hervor, als es in ihrer früheren 
Darstellungsweise geschehen konnte, wob« indessen 
nicht zu übersehen ist, dafs der scharfsinnige Moe- 
bius zuerst eine freiere Auftissung dieser Theorie 
ans Licht gefördert hat (Barycentr. Calcül). 

Das ganze Werk wird seiner äulseren Eiuthei- 
lung nach aus fönf Theiten und zugleich aus fünf 
Abschnitten bestehen, von denen der erste: ^pro- 
jectiTische Gerade« ebene Strahlbüschel 
und Ebenenbüschel;" der zweite: „projecti- 
vische Ebenen und Strahlbüschel (im Räu- 
me);" der dritte: „projectivische iRäume;** der 
vierte: y,Correlations-Systeme und iNetze 
(mit Einschlufs der Inyolutions- Systeme und 
Netze};" und der fünfte: ^ausführliche und 
umfassende Behandlung der Gurven und 
Flächen zweiten Grades, durch Konstrue- 
tion und gestützt auf projectivische £i* 
genschaften/ enthäk. Aufserdem werden nodi 
zwei Theile i|lit diesem Werke in Verbindung ge- 
bracht, wovon der eine: «^über Punkte und 
Axen der mittlem Entfernung (mit Einschlufs 
der mittlem harmonischenEntfemungXüberTransr 
▼ersalen, etc." handeln wird, und worauf vorher» 
gegangene projectivische Eigenschaften angewandt 
werden; der andere Theil hingegen der Eieme»- 
targeometrie gewidmet ist, und der Hauptsache 
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nadi: n^iae systematisclieEntwickelong der 

Aufgaben und Sätze über das Schneiden 
und Berühren der Kreise in der £bene und 
auf der Kugelfläche, und der Kugeln* ent- 
halten wird. Dieser letztere Theil sollte schon früher 
im Druck erscheinen und war bereits im J. 1826 bis 
auf einen Anhang, welcher verschiedene Anwendun- 
gen der stereographischeuProjection enthalten sollte« 
ausgearbeitet, was auch schon anderweitig angegeben 
worden (Journal f. Mathem. Bd«I, S.l(i3.>; al- 
lein da mehrere darin endialtene Betrachtungen nur 
besondere Falle von solchen sind, welche in den 
erstgenannten fünf Thailen Torkommen, und wie- 
derum einige über Kreise und Kugeln selbstständig 
entwickelte Sätze» sich unmittelbar auf bestimmte 
Systeme von Gurven und Flachen zweiten Grades 
übertragen lassen , wie solches in jenen fünf Theilen 
nachgewiesen wird: so ist es zweckmälsiger, ihn erst 
nach diesen folgen zu lassen. 

Die Hauptresultate, welche in diesem Werk ent- 
widcelt werden, habe ich schon vor mehreren Jahren 
gefunden (und zwar die letzten vor der Mitte des 
Jahres 1828.X in einer Epoche wo mir, als Privat- 
lehrer, mehr Zeit und Mufse zu Gebote stand, als 
seither, wo nicht selten drückende Amtsgeschäfte die 
Ausarbeitung verzögerten. Dafs mittlerweile Einiges 
davon ins Publicum gekonimen ist (wie z. B. nament- 
lich ein Theil der Resultate in §. 69. dieses Bandes^ 
ist leicht erklärlich , da ich kein Gebeimnils daraus 
machte. Diese Theilnahme war mir ein Beweis, 
dafs meine Untersuchungen Beifall finden, sie erregt 
jetzt in mir die Hoffnung» dafs nun auch die voUstän- 
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dige IVlittheilung derselben nicht . unberücksichtigt 
bleiben werde ^ denn es ist nioht nnwabrschemlich^ 
dals durch gehörige Verschmelzung von Resultaten 
und Ideen des Einen mit Methoden des Andern noch 
mehr als eine neue Entdeckung sich machen 
lassen werde. 

Da frfihere Arbeiten von mir, weldie ich in ein- 
zelnen Abhandlungen im Journal für Mathema- 
tik und in den Annales de MathematiqHes 
bekannt gemacht habe, den Beifall von unparteii- 
schen Sachkennern sich erworben haben ^ glaube 
ich wohl mit einiger Zuversicht die Hoffnung hegen 
zu dürfen, dafs nun auch der gegenwärtigen Arbeit, 
welche nach derselben Methode, aber in einer allge- 
meineren, umfassenderen Anlage begonnen ist, eine 
sieht, minder günstige Aufnahme zu Theil werden 
wird. Hierzu fuge ich den Wunsch, dafs der ge- 
neigte Beurtheiler die von mir unterlassene Ausein- 
andersetzung des Verhältnisses meiner Arbeit zu den 
altern und neuern Arbeiten Anderer über denselben 
Gegenstand, ergänzen möge. Alle widitigem, schon, 
von Andern aufgestellten Satze, habe ich, so weit 
mein Wissen reichte, ihren Urbebern einzeln zuge- 
schrieben. 

Berlin, im September 1S32. 

Steiner. 

♦) Siehe Jnnahs de Mathdm. tom. XVII, (No. 7, 10 ), XVIII 
n. XIX.; Bulletin des sciences mathematiques, tom. VII, VIII, IX, 
X u. XI, 1827 — 1829; All-emeine Lileralur-Zeitung, 1831; — 
Blatli eni at. Wrn (< rb. Tlil. 5 ii. 6; ii. s. vv. Auch sind viele 
Resultate d.n aus schou in Lehrbücher und andere Werke aufgenom- 
men worden, so wie auch eine Abhandlung und mehrere einzelne 
meinrr Sätze von Gerpjonne, dem Herausgeber der g^annten All> 
nalen, ins ITraozüsifiche überaeUt worden sind« 
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I. u ie in der Geometrie erforderlichen Grund- 
vonteUoDgen sind: der Ranm, die Ebene, die Ge. 
rade (gerade Linie) und der Punkt» Zorn Behnfe der 
in dem vorliegenden Werke dorebzufthrenden Betrach- 
tungen ist es erforderlich einerseits, diese Elemente in 
Anaehung der Art und Weise, wie «ie einander unter- 
geordnet aindy 'd. b., wie die einen die anderen in sieb 
enthalten, ond andererseits, beatimiate Zusammenstel-' 
lungen derselben auf folgende Weise scharf aufzufas- 
sen und als Grundgebilde festzuhalten. 

L Die Gerade* In der Geraden sind eine un- 
zählige Menge nnmittelbar auf einander folgender Punkte 
denkbar, die sich, Ton irgend einem derselben ausge- 
hend, nach zwei entgegengesetzten Seiten hin ins Un* 
endliche erstrecken. 

IL Der ebene StrablbttaeheL Dnrch jeden 
Punkt in einer Ebene sind unzählige Gerade möglich; 
die Gesammtheit aller solcher Geraden soll „ebener 
Strahlbüscheiy" oder „S trahibüschel in der 
Ebene" beifsen» atolich die Geraden aollen, in An- 
sehung dieser ZasammensteOung, ,,StrabIen'' beifsen, 
und der Punkt, in welchem sich die Strahlen schnei- 
den, soll «»Mittelpunkt'' des Strablbüscbels genannt 
werden« 

in. Aer EbenenbfitcbeL Durch }ede Gerade 
sind unendlich viele Ebenen denkbar; alle solche Ebe- 
nen zusammengefafst sollen „Ebenenbüscbei»" und 

V 
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XIV Eulletteilde BegriiTe. 

die Gerade , in welcher sich die Ebeaeo schneiden, soll 
^ze" des Eben^nbüschels heifsen* 

IV« Die Ebene, In der Ebene sind zahQose 
Gerade und Punkte, oder ebene Strahlbüschel enthal- 
ten. (Jeder Punkt der £bene ist Mittelpunkt eines in 
ihr liegenden Strahlbüschels.) 

. Y. Der Strahlbfischei im Ranme. Durch je- 
d^n Punkt im Räume sind, nach allen möglichen Rich- 
tungen, unzählige Gerade oder Strahlen denkbar; alle 
solche Strahlen insgesanimt sollen „Strahlbüschel 
im Raune/' oder schlechthin lyStrahlbüschel/' und 
dier Punkt, in welchem sich die Strahlen schneiden, soll 
„Mittelpunkt" des Strahlbüschels heifsen. Ein sol- 
cher Sirahlbüschel enthält nicht nur unendlich viele 
• Strahle 9 sondern er umfa(st auch zahllose ebene Strahl- 
büschel (IL) und Ebenenbfischel (III.) als untergeord- 
nete Gebilde oder Elemente, denn es giebt endlos viele 
Ebenen, die durch dessen Mittelpunkt gehen, und alle 
Strahlen, die in eine solche Ebene fallen, bUden einen 
ebenen Strahlbfischel, und alle solche Ebenen, die durch- 
einen und denselben Strahl gehen, bilden einen Ebenen- 
büschel; von solchen ebenen Strahlbüscheln und Ebe- 
nenbüscheln soll aber gesagt werden, sie liegen im 
StrahlbQ^cbel im Räume. 

Die Betrachtung der vorstehenden fQnf Raumgebilde, 
nämlich das ßeziehen derselben aufeinander bei ver- 
schiedenartigen Verbindungen und Zusammenstellungen, . 
macht den Gegenstand der ersten fünf Theile des yor<- 
Kegenden Werkes aus. Das ErgcbnifSB wird zeigen; 
dafs diese Gebilde in dcrThat die eigentliche 
Grundlage der synthetischen Geometrie sind. 

Die Fundamentalbeziehungen, auf welchen alle Un- 
tersuchungen beruhen, sind folgende. 

Es werden aufeinander bezogen: 
a) Gerade und ebene Strahlbüschel. Zuerst 

werden eine Gerade und ein ebener Strahlbüschel 

aufeinander bezogen, so dafs ihre Elemente ge- 
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paart sind, d. h., dafs jedem Punkt der Geraden 
du beaümniter Strahl des Strahlbttscheis entspricht. 
Sodann werd«n sowdil Gerade ninter sich, aU 
ebene Strahlbüschel unter sich äbnlicherweise aaC- 
einander bezogen. 

b) £benenbü8chel und sowohl Gerade als 
ebene Strahlbfiscbel. Ein Ebenenbüschel 
und eine Gerade, oder ein ebener StrablbOschel 
werden aufeinander bezogen, so dafs ihre Elemente 
gepaart sind, d. h., dafs jeder Ebene des Ebenen- 
bfischeis ein bestimmter Punkt der Geraden , oder 
ein bestimmter Strahl des Strahlbfischeb entspricht . 
Aehnlicherweise werden Ebenenbüschel unter sich 
aufeinander bezogen. 

c) Ebenen and Strahlbüschel (im Räume). Zu- 
erst werden eine Ebene und ein Strahlbüschel so ' 
aufeinander bezogen, dafs ihre Elemente sich wie 
folgt entsprechen: 

jedem Ponkt in der ..... ein Strahl im Strahl« 

Ebene bflsdiel, 
^eder Geraden in der eine Ebene im Strahl- 
Ebene büschel. 
Sodann geschieht die Beziehung auch so, dafs ihre 
Elemente einander in anderer Ordnung entsprechen. 
AehnUcherweise werden sowohl Ebenen unter sich, 
als Strahlbüschel unter sich aufeinander bezogen. 

d) Käu nie unter sich. Zuerst werden zwei Räume 
(d. h. der ganze oder absolute Raum doppelt ge- 
dacht» so dats beide Käoine dnander durchdrin- 
gen) so anfeiiiandeir betogen, dafs jedem Element 
des einen Raums ein bestimmtes, gleichartiges Ele- 
ment des andern Raums entspricht; und weiter 
werden sie so auf einander bezogen, dafs auch un- 
gleichartige Elemente einander entspreche. 

So wie die Grundgebilde ihrer Natur nach einan- 
der entgegengesetzt sind, nämlich 
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a) die Gerade dem ebenen Sfrahlbü8chel» 

ß) die Gerade ••••• dem EbenenbOflcbel» 

y) der ebene Strablbfischel dem Ebenenbfischei, 

die Ebene dem Strahlbüschel 

und sich solchergestalt aufeinander beziehen lassen, da£s 
ihre Elemente einander paarweise entsprechen: eben» so 
stehen andi» im Allgemeinen, ihre Eigensdiaften, ihre 
VerbinduDgeo (zu Figuren) und die aus diesen hervor- 
gebenden Sätze einander auf bestiumite Weise entgegen, 
d* h., kommen der einen Art von Gebilden gewisse 
Eigenschaften oder S&tze zn, so finden bei der jedes- 
maligen* entgegengesetzten Art von Gebilden ebenfalls 
bestimmte, jenen entsprechende, aber ihnen entgegen- 
gesetzte, Eigenschaften und Sätze statt. Das Wesen 
ilieser Dnalit&t von Eigenschaften und Stttzen ist also 
durch die Grundgebilde selbst» d. b. durch die umfas- 
sende Vorstellung der Raumelemente, nothwendig be- 
dingt Damit die Begründung dieser Dujilität auf na- 
turgemäfse, J^lare Welse hervortrete» und sich als 
wahr bewShren möge» soll «die Betrachtung» so viel es 
sich thun läfst, so geführt werden, dafs die einander 
entgegenstehenden Gebilde immer zugleich untersucht, 
ihre entsprechenden Eigenschaften und Sätze zugleich 
entwickelt und neben einander gestellt werden. 

Der Hauptinhalt» oder das Wesentliche der ge- 
sammten Resultate die durch dieses Werk erzielt und 
erreicht werden, besteht, wie es sich schon aus der 
vorstehenden Uebersicht ohnge^hr entnehmen läfiBt: 
' „In Untersnchüngen über die Abhängigkeit 
der Gestalten (Figuren) von einander.'' 
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' Erster Abschnitt "- 

Betra^litaiie der G^üdeo. der. ebenen Strahl* 
kilseliel and der .Ebenenbü8c&el in^ Hinsicht 

/ihrer projectivischen Beziehun£.en 

. nnter einander« > ^ . * 

r. . , ♦*« . V . ' ' . " ' • • • <• ' • * • • 

' Erstes kapiteL.'V'"' ''''' ' 

Ton projectivischen Geraden und ebeqen.StrahU . 

buschein in aer.Lbene. ' 
^ • • Iii. . ' .1. »'..•.. •» . t' I.« ♦ 

Efae Gerad/fi «lad ela ebeiitei^StAlilbflbcheL ^ 

2. jBefinden sich ein eb^erStrahlbUfi^ A (F^ 
1.) und irgend eine Gerade A, die nicht durch dessen 
Mittelponkt geh^ in ein^Eben^ so ha^ien^^ie folgende 
Bexiehnng su einander« \. 

Durch jeden Punkt d^b^t^b^ der Geraden geht 

ein Strahl a,b,c,d, des Strahlbü^cliels, und umge- 
kehrt, jeder Strahl des letzteren begegnet der Geradeo 
in irgend einem Punkte. Um die Anfeinanderfölge der 
Strahlen sowohl als der Punkte richtig aufzüfksseo, lasse 
man in der Yoistellnng einen Strahl sich bewege^'» so^ 
dals er nach nnd nadi in die Lage ekies» jeden der 
übrigen gelangt, so wird der ihm zagehörige Punkt 
gleicbzeitig die Gerade durcUaofen» und jifäfj^ injod nacb 

e 1 



2 Yott proj. Geraden u. eben. Slnihlii. in d. Ebene. 2. 

• • -■ . . • « . 

di6 SieUe einet jeden der übrigen P/nnkCe eUmebmen. 
Man la'sge %. B. den StmU p, vom Mittelpunkte B ans 

betrachtet, sich rechtsherum bewegen, 8o dafs er Dacli- 
einander in dieLace von d^a^^q^byivb kommt, so wird 
der Punkt p die Gerade so durcblaufen» dais er nadi- 
cinamler in die Stellen a, f, C, ( gelangt, und folg- 
lich sich stets nach einer und derselben JBlichtung » 
hin bewegt Nur. ii|;der einügen hesiinderen Lage des 
Strahles, wo er nSralich mit der Geraden A parallel 
ist, welches etwa bei q der Fa|l sein mag, findet keia 
wirkUchei' l^linMden desselben mit der Gerad^ statt; 
da aber sowohl vor als nach dieser Lage stets ein 
wirkliches Schneiden statt findet, und xwar, da der 
nnmitteUiar ▼orhergehende Borchschnttt in der grl^Ist- 
möglichen Ferne auf der Seite über t) hinaus, und der 
unmittelbar nachfolgende Durchschnitt in der gröfstmög- 
liehen Femeüuf der anderen Seite filier f hinaus* liegt» 
so soll in der Folge der üebercinstinnimng wegen ge- 
sagt werden, der Strahl q sei nach dem unendlich 
entfernten Pniüi^e. der Geraden. A geriehtel, imd es 
soll dieser unendlich entfernte Punkt, wenn gleich der- 
selbe in der Figur nicht wirklich anzutreffen ist, durch 
i|'be»^khnet werden* DemniMfli hatte die Gerade A nur 
einen unendlich entfernten Putikt q, und man kann 
sich denselben sowohl nach der einen Seite (über f) 
hinans) als nach der anderen (überf hinaus) hin liegend 
vorstellen*). Auch folgt hiernach, dafs umgekehrt ein 

• • ' • • • 

•) Dafs in einer Geraden nur ein einziger anendlich ent- 
fernter Punkt gedacht werden darf, wird in dfr Folge durch viele 
anbestreitbare Thatsaclien bestütiget werden. Dahin e;ohören z. B. 
die Asymptoten der Hyperbel. Eine Gerade kann bekanntlicli die 
Hyperbel nur in einem Punkte berühren. Nun wird aber allge- 
mein die Asymptote als Tangente angesehen, deren Berührungs- 
pvnkt unendlidi entfernt istj da aber swel Anne der Hyperbel, 
f • 



L.ijiu^cü L/y GoOgl 



a ' •' • "tSBe G«^ i ei« Slrahlb. i ' '. ' ä 

StihM, der nach deffl''(lai^i^i!ch (entiPierntcti Punkte der 
Geraden A gerichtet ist, nothiyendiger Weise mit ibr 
parallel sein 'mufs. ^ , ^ ' ' 

^ViA' i^m leiten ' in 'ähsr ibem^en 'A zeichDet sich 
demnach einer vor allen übrigen, auf eine eigcnCbuni- 
liehe uüd b^stimnit'e Weise' aus^ nämUch ' der imeodlidi 
entfenite Niikt i ' t>U f^üHere lEifenEc\tnti '^dieses 
Punktes gewSLrt in der Folge Öfter grofse Vortheile, 
^ükn man ihn, üDs'f^tt iff/V^ä eines der Übrigen ^dii|kt6 
Iii MaVe ^htimiit * Iler {til^ zügi£drige '*S(rii!ir äe^ 
n&mlich mit der Geraden A parallel ist, soll von nun 
ati VPai^Helstrahr heiben. Dieser Strahl gewährt 
ähnliche Vortheile» wie jen^r PadLt^ nadi ^mem er 
gerichtet ist. * • ' * « »»» 

Hat'iban atif obige Weise einen ebenen Strahlbfischel 
B '*tli^N»ine Gisradö A diörges/alt auf einander bezogen^ 
dafs ihre Elemente paarweise zusammengehören, liiim- 

lieh daCs die Punkte a,bft,b in der Geraden' A 

dea Strahlen a,' b, e, d .'. . . . im StraUbfischef ' enlspre- 
chen, so kann man diese Beziehung festhalten, ^väbrend 
man die Gebilde (A, B) selbst auf irgend eine Weise 
Ibt^ ttrsprfinglicbe Lage ändern läbt, d* k,' man'kanii 
dieselben in eine solche Lage denken, wie etwa in (Fig. 
2«), wo zwar nicht mehr die Strahlen des Strahlhü^chels 
durch dii^ ihnen entsprechenden Pnnkt*^ der (Geraden 
gehen, aber wo sowohl jene Strahlen für isich, als diese 
Punkte f iir sich ihre gegenseitige l^ge i^cht gelindert 
bab'en. ' Jede solche veränderte Lage '^er^iS^iilde/wd 
ilSmlich die Strahlen des Strahlbüschels B nicht mehr 

• » * _ 

nach cDtgegenj^eietzten Seiten hhi, ddi der Asymptote in's VneaA" 
liehe fort ^eichralfMg tOOieni, ao »olii folglich WlNHBlaiiiBpiiaH 
powohl BMh der ehiea «]• nach iir ämA&nd Seite JSn «ttMÜch 
entfernt liegen, snd fbl^el^ ii^ in der AsyiDptoieiyOiir^fip ^Pfkß^ 
.unendlich emfemter Punkt tiniiaiehnieD. » 

1* 



4 Von proj. C^cadcs^ u«^ eben. §J(rj|hlb., in d« Ebene* 3. 
d4rcii. die, ihn^n^ ifrsprünglich^yigchorigeu funkte ^ 

wogegen die unprODgliciie Lage nP^rspectivisch" 
genannt ,iverd^ soll. ^ Ferner sollen die Gebi|i^e^ 
Wiim,;«^^^^ di^ angegebene be. 
zogen 8&d; .daf&.n9i9lich ihre Eleipente (Ptinkfe und 

StraJ^eY) iiacb dei\Oi:duuDg^ iR ^^^^ eioander paar- 

^,projeGtivip£n'' hdCBeii. . W übrigens^ In der 
Folge gesagt ^wird^ ^^ei ^jebilde B seien p e r £^|p ej^ 
tivisch, so wiUiiie8.fd vietjsagen, akdie£rebil<te feien 
pr,oject^viilch und, beQn^ci|| siph^m pejrsp^efaiyjl« 
scher Xage. . « • ^ 

Die so eben festgestellten Bcnennungei|» diei le^c^t 
finpasseod scheinen dürften, wesden rdurch ihire^ lieber- 
einstimmung mit auderen BeneDDungcn, welche^ gpaa 
sacb^emäfs {Sind,; und weiter unten festg^^^^^^wer^i^ 
^^rechtfertigt ; ^ /.^ ' 

3. Befinden sich ein ebener Strablbüscbel B und 
find .Ceradc^« die projectiyisch sind, in perspectiv»- 
scher Lage, so ist mit Jed^ Strahl des ,Sfra^lb(|scheIs' 
der ihm entsprechende Puukt in der Geraden, und um- 
gelehrt mit, dein letzteren der erstere unmittelbar ge- 
gd^n,. .Anders verhau es. sich, wenn -sich die Gebilde 
in, schiefer Lag^ befinden. Hier wird man nur, wenn 
mehrere entsprec^hen^e Elementei^paare ^ gegeben sind, 
^urch dieselfa^ nii|t^t b.e8tiiimiter Gesetee (Relationen) 
zii jedem, anderen Meqieiit ded einen Gebildes das ent-r 
sprechende Elemept dies andern Gebildes finden, od^ 
«Ke fluide in" ihre nrsprtoglichei perape^viscbe Lage 
zurückbringen kOnnen. Diese Gesetze sollen nun %u,^ 
nächst gesucht wwdcn. 

it . ; Jü» .blinkte der .Geraden A ' sind unter aieli 
duN&'tti^'^stSndisi voll (nminddr, und die Strahlen 



Digitized by Google 



3* ' . Kine Gerade u. eio SlrabUi* . g 

des Strablbäscbcls B sind unter sich durch die twjscbeii 
Ihlkeii liegenden Winkel bestittimr. Btthet ttiOssen 
die genannten Gesetze liitf^'^ese Abstände und Winkel 
beziehen. Die einfachste Bestimmung eines Winkels 
besteht aber darin» dä^man «prischen seinci^ Schenkeln 
ein reditwinkliges Drefeck annimmt 'nnd das Ycrbalt- 
nifs zweier Seiten desselben festhält« Dieses führt d|i< 
heir zu folgenden Betrachtbn|;en^ • < ; < . 

Es sei p' (Fig. 1;) derjenige StiaU, der aiif'der 
Geraden A senkrecht ist. Aus einem beliebigen Punkte 
a des Strahles a iind'flias a sisien auf denStirfifal d die 
£(^he «r^/übi hcorabgelassen, i^nn' sind elnehteilk die 
^ rechtwinkligen Dreiecke Bpb u9ni abib, und anderer- 
seits die rechtwinkligen Dreiecke Bab| un^ Bad ähn- 
lich* so dafsr 

worans dorc& Yerbindung folgt: 

Dnhii das VerhSltnlft lia : Ba wird der Winkel 

zwischen den Strahlen a, d bestimmt, oder genie.ssci), 
und zwar ist dieses Yerbältnifs von der Lage des an- 
genonui^enen Piäiktes a unabhängig, d. h., es' bleibt 
unverändert, w o man auch diesen Punkt in dem Strahle 
a annehmen mag. Ein solches winkehnessendes Ver- 
häitni6 nennt' man ^gewöhnlich Sin na, so dafs, nvenh 
man den genannten Winkel durch (ad) bezeichnet, das 
in llede steb^de Verhältnifs diicch sin (ad) yorsestelli 
. ivird. Diese Bezeichnung iann hier beibdialt^n (W(V*- 
den, ohne dafs dadurch die Art der Betrachtung (die 
Methode) aufhört synthetisch zu sein, weil durch die^ 
selbe nur ein gewisses;. iiWfA.tzyiek Gerede (aä^ aB) 
darslellbaresi den gedachten Wiidud bestfmmiendee'Vei^- 
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6 Ton proj* G«iadcii u« c^9« StnJilb* in Ebeue. 4. 

hälfnifs angedeutet wird. Qjl^idiiiiig v^rwande^ 
^cfa ^durch in folgende: . . • . . 

y^Dieser Aasdrvcl^ (9) zeigt die Bezieliaiig 

die zwischen einem Winkel (ad) des Strahl- 
büschela und. ilem ihm entaprechenden Ab- 
scbDitt ab ißt Geraden A atat( fifulet" 

Dieselbe Beziehung lä($t sich, wie es der Gegen- 

ain (ad) sin (Aa) . sin (Ad) 
auadmckciif wovon man aich leidiC ttberzengen wird*). 

4. Da man auf gleiche Weise zwischen jedem Win- 
kel des Strablbüschels B und dem ihm entsprechenden 
Aliachnitte der Geraden A einen &hnliclien Anadrock 
findet wie der eben gefundene (§. 3,3.), so bat man fOr 
vier beliebige Elementenpaare, etwa für a^b^c^ d und 
a, ^ 0 na^batohend^ . aecha .^nadrücke; . 

aib Ba/Bb . 6c BS.Bc 



satz erfordert, v^derer^ta auf entaprecbende Wei^ 



4 ■ t 



ein (ad) Bp ain (bc) Bp 

2 Bg. Bc bb B6.Bb 

• . ain(a€) T Bp ' .\ ain (bdi) B|> ' 

o ^ aS ♦ Ba.B6 ^ cb ^. B^-^^ . 

sin (ab) Bp. * sin (cd) " Bp * 

' ' Vier YÖp idieaen AuadrfickcQ, nUinlich (1> 2, 4, &X 
iasaen '^aiicii, iriq leicht zil adien, ao verbinden» dafo 

man hat: . 



IKerfe Boiibmig A 4^wiijl atdb ia der Fal^ 
«df lÄr lMlIbiff bMlIhraiM . , 
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7 . ^b _ ac • < h< 

* sin ^ad) ' sin (bd) sin (ac) * aio (bei 

I ^ . i5 — (^^^^) rfp (ac) 

* bc ~" sin (bd) * siu (bc) ti . 

BifiM Auadnick »t* wi« ummi aiaht, »Mit ^imtkn 

voD der Lage der GcbUdc B, A abhringig, da iu ihm 
nicht luebr die begrenzteu Thttle Jiüy. ..... der 

Sinihkai er ftll> «teaiDack iawM fir die 

schiefe als perspecliTiBche Lage der Gebilde, und 
folglich «iiMt er daa oben 3») veriangle GeaeU- 
MüBlkh er uigt: 

„Dafs bei irgend vier entsprechenden Ele- 
inentenpaaren a, b, d und a, b, c, b ein gewis- 
ses DoppelTerhftltoifs [(ab:(b):(ac:ic)], gebil- 
det ans Tier Abschnitten der Geraden A, gleich 
Ist dem Doppelverhältnifs [(sin (ad); sin (bd)) 
: (8in(ac):m.(bc))j9 welcheaavf est sprechende 
Weise ans denr Sinnfsen derjenigen Winkel 
des Strablbüschels die jene^ Abschnitten 
entsprechen, gebildet ist." ^ % • 

Die Arty wie BoppelTerhalfnisse zasammenge- 
setzt sind, ist leicht zu sehen« jNäudich das Doppel- 
verhaiinüs JUnks ist ans den vier Abständen tweicr 
Pnnkte (a, 6) von den beiden tibrfgen (c, b) gdrilde^ 
und zwar so, daCs das VcrhäUnifs (ab :5t)) der Ab- 
stünde der awei enteren Punkte \^ einem der letsb- 
teren (b) dorch das'VerhAltnib <ac:l^c) ihrer Abstände 
von dem anderen (c), in gleicher Ordnung genommen» 
gemessen wird« Das DoppelyerhältniCs'reoUs* bit auf 
ealqpredieiide Weise losanmiengeiMtBt ' ' 

Es ist gleichgültig, welches der beiden Punkten- 
paare odet^ Strahlenpaare' mmat als >dae ersle annimmt, 
denn die Glieder des obigen Aiikdnicks (I.) lassen sid^ 
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8 Von proj. Ocnrfcn m Am* 8lttUk ift d«*Ebeiie. 4. 

olme iah dadmdi die GMdkiDg geüaft fvii^. wie folgt 
ttiusteUeii ^ 

«b 61) sin (ad) ^ sin (bd) 

OC ' tiC sin(ac) * sin (bc) 
wo nun, im Vergleich mit vorhin, c und b das erste 
oad a mdi h, das zweite Punktenpaar ist; und wo Aelui- 
Udiea'to» den beiden Stndileii|iearai gilt 

Die vier, Punkte, so wie die vier Strahlen aber 
lassea aifib» auf drei wesentüch- verschiedene Aste» eia« 
ander paawreiae'enlgcgensleBeB, JtoKeh * 

«) die Pimkie A, h den Poiili tea Cj t ; «) dieStrahlen a,b denStraliien c,d; 
ß » » «,C » •» B»b; » » a,c » » b,d; 

•r) » » «,5 • htU, t) • • M » ^ » b,c 
Da man flir jede dieser, drei Znsawtwenstelhuigea 

auf gleiche Weise einen ähnlichen Ausdruck findet, wie 
der obige (L)» so bat maQ.atalt dei| letzteren zii§leicii 
folgende drei Ansdvfiehe; 

g ec ob ^ sin (ac) sin (ad) 
bi \ bb . sui (bc) * sin Cbd) 

II i o fL^ 5^ sin (ab) sin (ad) 
< ^- cb ' cb sin (cb) ' sin (cd^ 

10 — . ?i rss ^'"^ (^^^ . sin (ac) 
bft ' bc su^.^^) ' sin (dc> 

Je stwel Punkte ode^ Strahlen, die bei dner toq 
diesen drei Zusammenstellungen als pin Paar zusam-^ 
mengefafsl werden, joU^forti^MSB«geordQete" PpniUe 
oder Strahlen beilEpeo« 

In Hinsicht der gegenseitigen Lage der zwei zugc« 
ordneten Punkt^paare oder StraUeppaare, auid a^wei 
aie)rkli^ TerseMedene Falle za unterscbddeBy naralicb; 

entweder folgen die Punkte oder Strahlen jedes 
. uPsflpree uunittalbar nacheuiaiidery wie s.B. in den 

. beiden Zuseounenordaungeo (ß) ua4 {g)» oder; 
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8. ' •Ehe Gcfdke ^ StnkHi. • 9 

' b) die Pnttkte iNbrStraMai der beide» PtamiolgeB 

abwechselod aufeinander , wie z« B. in der Zu- 
sammen ordoaug (a). 

Dieee FAlle sind inner tär die irier Puikte md 

für die ibneu entsprechenden Tier Strahlen überein- 
stimmendy d. h., befinden sich erstere im Falle (a), 
so sind es aneh letztere, «nd befinden aich erstere im 
Falle (b), so sind es auch die letzteren; und auch um- 
gekehrt. 

B. Aus dem allgeneiiiefi Gesetze (§• 4.) fiber Wer 
]>elieMge Elemeiitenpaare der profectivischen Gebilde 
A, B lassenk ^ch unmittelbar nachstehende Folgerungen 
ziehen» 

HSit man, bei der perspectivischeir Lage der Ge- 
bilde (Fig. 1.), die vier Punkte a, b, 6» C in der Gera- 
den Ak fest| wihrend man den Mittelpunkt B des Strahl« 
büsefaels B sich belidiig in der Ebene herum bewegen 
läfst. sowohl auf der einen als auf der anderen Seite 
der Geraden A, so ändern sich zwar die Winkel» welche 
die vier Strahlen a, d, h, c nit einander einscbSefsen, 
in jedem Augenblif^ke, aber die aus den Sinnfsen die* 
aer Winkel zusammengesetzten Doppelverhttltnisse in 
den obigen Ansdrflcken (§. i, II.) behalten unveränder- 
liche Werthe, nämlich diese Werthe sind stets den 
W^hen der tatsprechenden DoppelTerhfiltnisse (links) 
gleich, weldie aus den AbstSnden der Tier festen 
Punkte a, bf C Ton einander zusammengesetzt sind. — 
Werden umgekehrt die vier Strahlen a^d^b, c des Strahl- 
b&sdiels B m bestimmter Lage festgehalten, wahrend 
die Gerade A ihre Lage auf alle mögliche Weise än- 
dert, so ändern sich zwar mit der Lage der Geraden 
aneh zugleich ihre Absdmitte zwisehen den )edesnali>> 
gen vier Durchschnittspunkten a,b,6, C, aber die aus 
diesen AbechnitteP' anssinipeogMtaten Ooppelverhält« 
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.10 VoQ proj. Geni4^n n« ^eo, Strahlb. Im d.£bcoe. 6* 

111866 (§• 4, n.) behalten stets dieselben Wcrthc, weil 
sie nämlich stets den Werthen der entsprechenden Dop- 
pelTeibftltnisse rechts gleich sumL Es feigl dtmu der 
nachstehende Doppelsal2, 

^nBeiaUenSirahlbfiscIielii, „Bei älUn Geraden, wel- 
von welchen vier Slrshlea ek» die nSmlichen vier be- 
darch die nämlichen vier Btimmten Sirahlen (a,d,b,c) 
be stimmt eiiPnnk t e (a,b,(»c) ein es Sirahlbaschels B 
einer Geraden A gehen» hs* schneiden, haben die drei 
ben die drei Doppelver- Doppel ve rh^iltnisse, die 
hnltnisse, die sich aas den sich, ans deaAbstSadta der 
Sinnfsen der von den jedes- jedesmaligen Tter Dnrch- 
msligen Tier Strahlen ein» sehnittspunkte (s,^,(,() yön 
geschlosssnea Winliei in- eimiadcr sasamassmctseii 
sammenselsea lassen, ei- lassea» einerlei Werthe;** 
aejrleiWerthei^ almlich diese nimlich diese Werthe sind jedes 
Werdie siad jedesmal dea Wes» mal dea Werdiea der drei Dop« 
Aflo der drei DoppeireihSlIaisss pelmhlllaimei^ekh, wdche sas 
|jhBid^ wc&diSaas deaAlistlBdca dea Siaalsea der TStt den vier 
der vier festeaPaakte voo ciaaa* festea Straldte eingeseUosaenca 
% der lasaaunengeselzt sind. ' Winkel snsammengeselat ' sind. 

Den Sats rechts liat ein fraozAsisdier Matlieinaü- 
ker, Brianehanf zuerst bekannl gemacht^ in einer 

schätzbaren Abhandlung über die Linien der zweiten 
Ordnung (^Mämoin sur leM l^;n€M du aecQud ordre^ 
ParU I817.> 

6. femer folgt ans dem obigen Gesetz (§.4J on- 
nitldbar: 

ci) ,yDhi& das ganze System der einander . 
entsprechenden Eiemeutenpaare zweier pru- 
je et irischen Gebilde A^B bestimmt sei, sobald 
irgend drei Paare gegeben sind, d. h., wenn ir- 
gond drei £Iementenpaare gegeben sind« so 
liann milteist derselben zu jedem gegebesea 
vierten Element des einen Gebildes daS cntspre- 
chendeUiemcnt des anderen Gebilden gefunden 

werden, u«d die (««biide laiieen eich Aadnrob^ - 
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wenß tie $i^h Im aeliUfer Lage befiadeir» in < 
die arsprüngliche oder perspcctlTisehe Lage 

zurückbringen.'*. » . . 

Diese BeliaupUmg mag yfim folgt ttoch nihar erlies 
tcft werdfa* ^ 

](. JEs seien z. B. die drei Eleiuentenpaare a, 6,c 
und Hf K c (Fig* 2.) gegeben» so kann daraus xu jedem 
beliebigea gegebenen Tierten StnAl'd.des Strafaibll* 
scheis B der entsprechende Punkt b in der Geraden 
oder wnefkebrt, m diesem, vemi m: gegeben is^ kann 
{ener gefunden werden. * Denn TermAge eines jedeh 
der drei Ausdrücke (§. 4, iL), z. B. venttOge des 
Attsdruclies: 

£5 . ?^ -3 (^0 . »bi (ad) 
b C * b b sin (b c) ' sin (b d) * < 

ist im ersten Falle der Werth des Verhältnisses at) : 
und im anderen Falle der Wertb des VerhSilnisses 
sin (ad) : sin^bd) durch die jedesmaligen übcigeu drei 
Verhältnisse gegeben^ 

Nun kann» wenn das VerbahniCs e^ : Mk gegeben 
ist und die Punkte a, 6 fest sind, der gesuchte Punkt 
^. offenbar nur in zwei Stellen diesei: Bedingung gc- 
nfigen» nnd zwar sind diese in Bezug auf die zwei fe- 
sten Punkte a, b dadurch unterschieden, dafs der Punkt 
h das eine Mal zwischen und das andere Mal jeur 
seits denselben liegt. Von diesen zwei Lagen kann 
aber dem Punkte b jedesmal nur eine zukommen, uud 
zwar wird durch die gegenseitige Lage der vier gege- 
benen Strahlen entschieden; welche von beiden es sd, 
denn je nachdem die einander zugeordneten Strahlen- 
paare aundb, cund d nacheinander oder abwech- 
selnd sich folgen, fmdet anch bei den Pnnkteopaaren 
0 nnd b, c und b Folge oder Abwechselung statt 
(§. 4.), wodurch dann jed^mal e^chieden werden 



' t3 Ton proj. Geraden «. dien» StnUli; Jn d» Ebene. 6^ 

kann, wdche der zwei getMfflütm lagm tha^PiAikte b 
zukomme. < » , • 

» 

Ebenso kamii wenn der Punkt b gegeben und da- 
\ gegen der SlMit d gesndit ivtrd; dcir lettfere deAi ge- 

gdiienen Verhältnisse sin (ad) : sm(bd) nur in zwei 
VerschiodeneD Lagen genügen» nnd durch die gegensei- 
tige Lage der vier gegebenen l^kte 6 , c, b wird ent« 
schieden in welcher von beiden Lagen allein er dem 
gegebenen Punkte b entsprechen kann. 

. SpSterfc&i werden sidi sdii^ bequeme Mittel dar- 
bieten (§. 24, iy.)y um das jedesmalige gesuchte Ele- 
inent.schiieU und sicher SU finden*). 

S. Femer wird die obige Behauptung (a) durch 
folgende Betrachtung erwiesen, die zugleich Anleitung 
giebty die Gebilde A,B ans der schiefen (Fig. 2.) in 
die:pers)peetiTi8che Lage (Fig. 1.) zndickcabiingc»!. 

Shid nämlich 0,6, C (Fig. 5.) die drei gegebenen 
Punkte in der Geraden A, und betrachtet man von den 
drei gegeben^ Strahlen a,b,c vorerst nur zwei, etwa 
a,b, so ist, wenn diese durch die festen Punkte a, ( 
g^en nnd einen bestimmten Winkel (ab) einschlieCsen 
•ollen, der Ort des Sdieitds B dieses Winkels auf 
zwei bestimmte gleiche Kreislinien a B 6, a Bi 6 beschränkt, ^ 
die beide durch die zwei festen Punkte 0, b gehen. 
Eben so ist,* wenn ' man die zwei Strahlen 'a,e allein 
unter der Bedingung betrachtet, da£s sie durch die 

*) Sollte über die zwiefache Lige des {edesmallgen gesuchten 
EUmeots blofs «os den in 2Wen gegebienen Weffihen der Verhält- 
nisse at) : ain (ad) : sin (bd) cntschi^en werde«, ohne An- 
aldit der Figur', so ittfiTste man bei der Znsammen^tzung der Ver- 
liillBiaBe^ia dem obigen Ansdmehe dSe VeneM«denfaeit der Isige 
der fktftBlbp gegtn euumder dnrch die Zekhm.-Inmid.'^ be- 
merUtch machen, ao wSrde alsdenn das VonMAdien, der Yesbilt- 
itee sb i iftt ^ : aui(bQ fiber das ZT(relieIhafte der Lage 
dsfc geaacbkm BimeBls cAtoebtlkn. * >* 
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. f^Htep JKpil)lte jl» c i^H^ uuA einen gqgebeaaii Wandel 
(ac) fin?(||iiiefaffl , »pn^^; Qrt d^'Sftheileb B dkh 

6CS Winkels auf zwei bestlnimte' gleiche Kreislinien 
aBc» üBiC besc}^r,änk<» die diirch dicPunKte ia»c.gfehtti. 
Pf lief bfscn. dch: di«^ Scheitel der., Md^ gegebenen 
Winkel (ab),, (ac), wenn ihre Schenkel a,b, c durch 
fest^fi^.Punk^ 6, c. gejiiep sollen > nur in deiij^ili^ 
gep beidep Konktfn .4 B», ^^^igm. in weldieii li A 
die auf einerlei Seite der Geraden A liegenden Orts^ 
kreise einanderXaufser ip (|). r^uin ipweiten Male f cbneid(Sll« 
• J)i|durcb..is| .qffeqb^.,4bB .Bidb^gkeÜ .der. pbigen 
Behauptung (a) dargethan. Denn befanden sich die 
bMeiden Gebilde B>.4 MM>ige( Spbiefortlfigf» wie 
eiwiVriQ >P ffdgCAUfli.diciiet^BiBttadbtanfr.diiA 

sie, sobald drei ent^rechende Elcmentenpsare e, (,X 
upd ^ b, c gegeben, sind, nicht auf wesentlich verschieb 
dene Art#n vb^ pev^pt^yi^ch« •Lag0 * gedecbf »werden 
können, d. h., in solche Lage gedacht vrerdeu können, 
iivo . die - drei gegebenen Strahlen durch die ihnen cntri 
|ipreciien4in drei l^unkte g^hea «KjUiiUeh wird x. B« die 
^Llge der Geraden A fest angenommeD, etwa in (Fig. 5.)^ 
80 kann wohl der Sirahlbüschel auf beiden 3eiten deih 
selben eptw^eder in die (lage Tön B oder indieLagj^* Ton 
Bt gebracht wo'den, aber ofFeabar wird in beiden FSl- 
len jeder beliebige vierte Strahl d des StrablhiUcbels mit 
dem, uftmlichen Punkte b .der Geriaden A «tuamieiK 
treffe^. Oder wird der StraUbtlschel B in 'irg^ eir, 
ner Lage als fest angenommen, etwa in (Fig. 6.)y.80. 
kanq W9|d ^i^ Gerade entweder in die L^ge ym' h, 
oder, in die Lage Tcmi Ai gebraeht werden,' und «war 
so« dafs A und Ai parallel sind, und wo der Mittel- 
punU B des StraUbüsdifb in der Mitte wischen ih- 
nen liegt» aber offenbar wird in beiden Fidlen jeder 
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beliebige vierte Punkt b der Geraden mit dem liäm- 
Ikdicn StniU d des StrahlbOidids B zuAamita^efleiL 

Ans 4ei TonlebiiliAeiir BethlAtung, so tU^' addi 
ans der obigen (I.), folgt femei* zugleich: ' " 

/$) „Pa^fs' man bei z#ei beliebig liiegetaden 
4«bU4eB*B^A gäbz nacK^^-Willkflbr diTef Paar 
Elemente aunda, bundb, eundc aaBwäblen und 
Mdatto loatsetxen kdn^e;' die Gebilde ^olleti 
pTojedtMsdk lind diese filentenfenpafdrö sdl* 
\tn entsprechende Elementenpaare sein.*' * 

EndUeh lolgt ttoeh, dtfurcb Umkebranjl; der hadn 
'aidieiide Safe ■ ^ 
'** y) »Sind die Elemente a,b,c, d, 'und 0,6, 
cA,-««* zweiter Gebilde Bund Ader Reibe nfabb 
folcber Crestalt gepaart, *dafs Je' ▼fer'EIenien-*' 
tenpaare dem obigen Gesetze (§. 4, II.) genü- 
geSy wobei notbw^ndiger "VVeise die'j^desma- 
Hg e«' Tier Eleineiite des einen ^ GebHdies mit 
denen des anderen Gebildes übereinstimmende 

* 

gegenseitige Lage' babett mü^sein/iö sind 
Crebilde, in Beliebung aul^ alle Jene Elemen- 
lenpaare, projectivisch,*' " 

7. In Ansehung der obigen Ausdrücke .(§. 4/ II.X 
die das Gesetz daivtellen, welchem bei zwei projecti« 
vischeu Gebilden A, B im Allgemeinen je vier entspre- 
chende Elemcntenpaare a,6, c,b und a,b,C)d untervror* 
fen sind» iftnnen Terscbiedene besondere* FfiOe eintre- 
ten, die nämlich von eigenthümlicher Lage der jedes- ' 
naligen vier, Elemente berrühren» Ton denen einige 
iMetessant |enug sind» om hier nSber erOrt^ zu 
werden. 

Es können nämlicb erstens solche Eälle eintre- 
ten» wp die in den genannfite Ausdrfick^ enthaltenen 

Doppelyerhältnisse vereli^acht werden, uud zwar da- 
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durch» dafs ia Aiem ' iolcben DoppelTerhSlüilb xwei 
Glieder gleich werde« und gegen eiiiaiider gehoben 
werden können, oderdafs das Doppelverl^ältniliB, (wenn 
CS sich «nf die TierSCinUen a^b^c^d bezieht^ aof son- 
stige Art auf miL eniAiches VerhSkoib. gelmdit wird. 

Dahin gehören z* B. folgende Fdlie: 

' ? 

Wenn r<m den vier Punlten in Wenn von den vier StraMon 

der Gerac] on A entweder ei- des Straklbüschels B entweder 

n«r in der Mitte zvritclieil iwei^ «) einer mitz^vei anderen l^eieK« 

andma liegt, oder b) wenn ei- Winkel einiiAlitlpl, •jmt ^wt— 

nerder unendUch «oiltii»tePlH|kt swei Straelen 9« einanjlst^ recht» 

der CerMUa kL . . winkelig nnd, 

« 

I. Denn wenn a) etwa der Punkt b (Fig. 1.) in 
der Mitte zwischen a und b liegt, so ist das Vcrhült- 
nils ob : ib wl» und dah^r vereinfacht sich in die- 
sem Falle in dem obigen Ausdrucke (§. 4, II, 8.) das 

« • s 

Ilo|ipclverhältniCs links wie folgt: 

1, ßin (ac) sin (ad) 

Sin (bc) sin (od) 
Wenn ferner b) unter den vier Punkten sieb der 
unendlich entfernte Punkt q (§• 2.) der Geraden A be- 
findet, wenn etwa die Tier Pttnkte 0,6, c,q gegeben 
sindy dann sind offenbar die Abstände des letzteren 
. Yon den drei- Übrigen, nftnilich aq, 6<|, cq, als einander 
gleich zn acUlen, da sie sSmmtlich dnendlich grofs, 
und nur durch die Abschnitte ab, ac, bc Ton einander 
unterschieden sind, so dab also jedes der drei Ver- 
hSltnisse aq • ^%^<( * ^» N : cq * schlechthin l ist, 
und dafs folglicli in diesem Falle die genannten Dop- 
pelverhdltnisse (§. 4, IL), weni^ man darin q an die 
Stelle ▼on b setzt, si^ wie folgt yereinfachen: 
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< * Cac) sip. (aq) 
" jitt (bc): ' «in (bq)' . 

..'J^l ; sin(cb)-6mXcq)' . : 

ein (ab) sin (ac) 

Dtircb jeden dieser letzteren drei Ausdrücke wird, 
Wte man sieiiti der ParaUelsfnU q bestimmt, sobald 
irgend drei entsprechende Elementenpaare. 0» 6, € und 

* - Wekm and^reiiäU it) etwa ^der StraU d in der 

Mitte zwischen a und b liegt, so ist das yerbSHtnUlt 
^ (fd) :.sin (bd) » 1« und daher hat man für den 
F^Ii/ wb e -md d zugeordnete Strahlen sin^ (§«.4»80: 

. . .'a. |5: 5^ * Bitt(mi)^aiii(beX 

Wenn iTefäer ß) zwei Strahlen^ etwa a und b, zu 
einander senkrecht sind, so ist sin (bc) » cos (acX 
und sin (bd) cos (ad), oder sin (ac) == cos (bc), 
md sin (a4) cos (bd)» und dah«r hat man, wenn a 
und p als zugeordnet angenommen werden (§. 4^ 8.): 

l «i: ^*tg(ac>:.tg(ad),Äder 

II. Die vorstehenden Fälle geben, wie man bemer- 
ken wird, ein bequemes Mitfei au die Hand, um den 
Werth eines gegebenen Doppelverhältnisses, sei das- 
selbe von vier Punkten, 0, 6, C,b, oder von vier Strahlen 
a,b,c,d abhSngig, durch ein einfaches VerhältniÜB dar- 
lUBtellen; oder auch umgekehrt, um beUebige Systeme 
von vier Punkten oder von vier$trahlen zu finden, de- 
nen ein Doppelveibältnifs zukommt dessen Werth durch 
ein einfaches Yerhällnifs gegeben Ist 

Denn 
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Dom' ton «. B. der Werth eines von den vier 
Punkten 0,6, c,b, oder von den vier Strahlen a^b^c^d 
(Fig. abhSog^enDoppelverhtitBisBes dofeh ein ein. 
iMskes VefhSltoifs daif estdk werden, so kann dies, zu- 
folge des Doppelsalles in (§♦ 5.), wie folgt geacheheiu 
Da nttmiich einetseito die genumten vier ShuUen aOe 
Geraden unter einerlei DoppelverklHittirs Schneiden, so 
ist also nur nOthig eine Gerade Ai so zu ziehen» daie 
sie entweder: 

e) Äe vier Strahlen so sdinddet, dafs von den 
vier Durchschnittspunkten irgend einer in der Mitte 
zwischen zwei andern Uegt <!, a.); dieeer Bedfaigung 
kam die Gerade Ai offenbar in 12 verschiedenen Rieh- 
tungen genügen, weil nämlich der Durchschnitt jedes 
Strahls in der Mitte zwischen |e zwei der drei fibri- 
gen Dfdchschnitten liegen kann, mithin giebt es 12 
Systeme von parallelen Geraden, welche alle jene Be- 
dingung erftülen; oder 

b) mit lügend einem der vl^r Strahlen parallel ist 
(I,b); dieser Bedingung kann also die Gerade Ai in 
vier verschiedenen Richtungen genOgen, oder es giebt 
▼ier Sjrsteme von paralidea Geraden, wei^ alle diese 
Bedingung «-füllen; 2. B. es sei die Gerade etwa 
mit dem Strahle c parallel, so werden also die Ver- 



fcibi : öl 61 : (tibi; 0,6i:t),6i, 

nach der Reihe, mit den Doppelverhfiltnissen*in' den- 
obigen Ausdrücken (§. 4, H.) gleiche WeitHe hAen. 

Und da anderersdts jeden vier Strahlen eines Strahl- 
büscheis, welche durch die vier festen. Punkte; 
gdien, Doppelverhältnisse von eineriei WMh zngdiO^r 
ren, sei ist, um der obigen Forderung zu genügen, nur 
ndthig den Mittelpunkt eines Strahlbüschels Bi so an* 
zunehmen, dafs entweder: ^ :.;'t ^ . . . 

2 
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jene festen Punkte gehen, irgend ^incr ia ^fr^WIfW 
zwl^cbeo xwei anderen liegt (l, «.); unter dieser Be- 
dingung der Ort daa MiUelHuokU Bi» Im fianse^ii 
auf 12 besliinmic Kreise besehrSnH deren Mitt^i|Muikla 
ajUumtUch in der featen (iei^adea A liegen, was nachher 
(§. 8^ HL) friwfieaeii wird; pdcK , , 

ß) dafs von den vier Strafafen ^i, b», Ci, di irgeiid 
xwei zu einander senkrecht sind (I, ß); vermöge dieser 
BedfPfl"^ fot der Ort des Mlitl«)piili,kts Bi offenbar auf 
diejenigen 6 Rrdlse beschrSiiktt wddie die Abstände 
der vier festen Punkte 0,6,C, b von einander, also die 
Streben. a6> äC, at, ih und. cb, m Dwrebmea- 
sem haben«. 

'•H-armoiiifiche 'Elemente, 

a Es kaw zweiten* der.biesiMidere ilaU (MoUre* 
ten, wo in den vorhin erwähnten AosdrUdien (§. 7.) der 
Werth eines Doppelverhältnisses = 1 wird. 

L Von den drei AlisdrttdLen (§. 4, IL) ßestaUet je- 
desnal nur einer die Annahme, daCs der Vlörth der 
davia emhaUenen Doppelverhältnisse = 1 werden könne^ 
B; wenn sich, auf <Fig. l.»aielw»,. <o gestattet 
nur der Ausdruck (§. 4, 8 ), in -welcbetti. dii^/ abwechrt 
sdnden Punkte, so wie die abwechselnden Strahlen • 
einander angeordnet sind (§. 4, hO» diese Anoabine;. 
dafs die beiden übrigen Ausdrüi*e dtese Annab^iie nicht 
eriauben, fälit beim blofsen Anblick der Figur in die Au- 
gen^ vliWrd.ia der That bei jetaem, ersteren Ailsdrucke. 
eines der beiden DoppekeiMtoisse » 1 angenoataen, 
nolhmndiger Weise auch das andere »1, so 
dib'Mnl^ti. 

ac gfr _ ^ (ac) sin (ad) _^ ^ 

: Je ' hl r. m (hc) ' m (hd) , ! j 

und daher sngleich: : « / ' i ' . > - ':.««»'• 'i^* 

r 

I 
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' o «b • ' iin (afc) _ ^ip (äd) , 

^ ^ bc"^ hb' ^ ^ ein (bc) sin (ba/- ' ' 
<l 1? 1^ i (^^) _ sin (cb) 

ba""b6' * iin (da) "^tin (<ti>)' ' 

woraus man isieht, wie die gegenseitige Lage der bei- 
derseitigen vkr Elemente in diesem Ealle beschalfeit 
ist, nladkb: 



* „In «lleseiQ Fallo Vie^on die „In diesem Fall« liegen die 
rief Punkte b, C so, elafs die vier Strahlen a, d, b, e dafa 
Abstünde zweier zugeordneten die Sindse der Winkel, welche 
oder b, c) Ton den zwei anderen zwei zugeordnete (a^b,.oder d,c) 
gleiches YerhältoiTs zu einander mit den zwei anderen einschliefe 
haben (proportional sind), d. h., sen gleiches YerÜSltDil^ ^sü eitiattj 
«Uis das Yerhältailt der Abstände der haben, d. h., ^fs das Ver- 
eines Punktes von zwei zugeord- hSltnifs der SinuFse der \yinke]| 
neten Punkten, gleich ist dem in welche ein Strahl mit zwei za- 
Slinlicher Beziehung genointt)?nen geordneten Stralilen cin.schlierst, 
VoMtnirs der Abstände des ihm gleich Jit dem in itbnliolier Be- ^ 
ngfordnetan C alerten) Piod^leB sushung genommtnen Veihältiurii 
?on jenen zwei Ponkten.*' der Sinufse der Winkel, welche 

* ^* * der vierte Strahl nütjehentweien 

t ^nschtieJst*' * ' ' 1' 1 • 

Unter diesen Bedingungen beifsen die vier Ptinkfc 
a,b, 6, c „vier iiamionische Punkt e,** und die vier 
Strahlea a,d;b,e '^V#i<r 'iiAtmonfaehd SlfAlileii.'^^ 
Ferner Sollen in diesem Falle je zwei zugeordnete 
Punkte (a und b, € und b) oder Strahlen (a und 
ciiiidd>foMft „zfi^^^öTilnfer« liarinbniichePirnkt^ 
oder Strahlen*' genannt werden. - • . . •» 

Daia die 'neben einander stehenden Gleichungen 
(2.) zogteidr itatt ftudev, kaita bteraacli 'Mt 'Wortoi 
wie folgt ausgesprochen werden: ** ' " 

a) „Wenn bei zwei projectiyischen Oebil- 

. » ' • * • * . } :; .1* .. 



• •) LaMre neaat in idnem ^ifmUJki nHt«m p9ftigue8 vier 
solche StraUen ,MrmünieaU»t'^ wni Bnanekoikjfewoi ^e in seiner 
eben ervrtimtsn Bdnrilt i^itkemm foinsnJ^ns;-* ' ' * ^ 
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den A, B irgend Tier Elemente des einen Ge- 
bildes harmonisch sind, so sind au^h die ih- 
nen entsprechenden Tier Elemente iles ande- 
ren Gebildes b^rmeniseb.'' 

Dieser Satz läfst nicht nur eine einfache Umkeh- 
mng txif eottdem es findet in dieserHinsidit folgendes 
statt Da nilmlich die Lage von vier harmonislfcen Ele- 
menten so beschaffen ist, dafs durch je drei derselben, 
wofern angegeben ist, welche- zwei davon einander sa- 
geordnet Mn sollen, offenbar das Tterfe nnzweMeotig 
bestimmt ist , z. B. wenn a, c oder a, b, c gegeben, 
und zwar. a nnd b, oderr a und b einander zugeordnet 
sind, so isl b oder d geifan bestimmt (§.6,I.); «nü da 
femer die projectivische Beziehung zweier Gebilde A, B 
durch irgend drei entsprechende Elementenpaare, die ' 
tecb Wittkfihr angenommen werdetf dOffen, bestimmt 
ist (§. 6, ß.): 60 werden also die Gebilde A, B, iuAn- 
9i|hung der beiderseitigen harmonischen Elemente a,b,b,c 
und a,d,b,e, nicht nnr auf eine Art, wetin etwa die 
gleichnamigen Elemente einauder entsprechen, projecti- 
▼isch sein, kdnnen, .sondern vielmehr in allen Füllen^ 
wo irgen^tfiwei xugeordnete .faarmonische.Elemente des 
einen Gebildes irgend zwei zugeordneten harmonischen 
Elementen des anderen Gebil^e^. entspref^iepd angenom* 
men iwr^ei^ also inSFüUeQ, wisil otalich unter di^er Be- 
dingung dicTier Strahlen doi vier Punkten a, t>, 6, c in folgen^ 
den 3 verschiedenen BangQrdnungen:ent8|yrei^4k<t^iinen; 

. '/m^ijbc bdac. da/^b ea,ri'b. 
aebd bcad dbca ebda 

Demnach hat man den nachstehenden S^tz: 

ß) »Sind in jedem von zwei Gebilden A, B 
irgend vier ^rroonische Elemente gegeben, 
nnd inan läfst diese Elemente, nach irgend ei- 
ner Ordnung' geppmniefi;^ .einander p4Mir]irejaa 
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enfspretilietty'feddch so, dafs Irgend zwei zuge- 
ordnete harmonische Elemente des einen Ge- 
Mldeii' iittcb swei sugeordftefe karteoliüBclie 
Elemiente des anderen Gebildes etttaprechei^ 
welches auf acht verschiedene Arten statt 
finden kann,' so sind die ^Gebilde, in Aniehnni; 
der jedeftmaligen vier ElementenpaarCi pro- 
j«Ctivis<Jh.- 

IL Statt der öbigen dlgemeinte Sttie k (§. 5.% 
bat man te gegeilwnri%en'lPan^, ^o- die f^d^eemaligen 
luer Elemente harmonisch sind, folgende Satze (I»«.): 

M^ede taer Strahlen, die n'ede Tier Paakt», i|i' 
r6n irgelid elaett Mittel- welehea Irgend ' eine Crc- 
pnnlt ««# d»reh rier feste rade ven.Tienr.festea'.haiw 
harmoniseke Punkte a,^*l|C monisckea Strahlen «»4,11^0 
gehen, sfad karin#niselib" geieknittea wird,'iln'd ka»^ 
Oder,: asonlsek'* Oders 

^Tier karmonisekePaak- • „Vier k'arttiDMsi^kVSt^ak- 
te hestimmen mi* jedem«»^.lea «aknelHea }»4e €*rada 
deren Paalte, Tier- karme-. In Tier karAaaisekenPaak« 
iiiihe StrakW). ' ; ten^ *). ' " ^' 

III. In Belrafdit der gegenseitigen Lage, - Trelche Tier 

kaniionisehe Elemente unter aich beben kt^nncn» finden 

folgende UiiistSnde statt. . ' 

'V^enn vier bannqnische Punkte 0, bf b, c, von de« 
# * 

nen a und 6, C und b einander zugeordnet sind, nach 

der .Ordnung, wie. (Fig. 3.) sie Torstellt, auf einander 
folgen, luufs nothwendig b näher bei 6 als bei a liegen 
(ff 2.)f weil dies offenbiiur für c der Fall, ist; und um- 
gekehrt, wenn b näher bei 6 als bei a ist, so mufs C 
nothwenclig allemal jenseits h liegen ; oder wäre b näher 
b^ a als bei 6, so mUCste noth wendiger Weise < die^ 

.^*) Das WeseatlSehe der ohig^ Sitae hat Cov^ot ia s^faiim 
Stiel anr In tkitnie das framverttdes zuerst gegeben. Elaen Tkdl 
dayon haken schon die Griechen .gekannt (Poppus, G)llec» W a diem . 
Ubr. VIL Propoa. CXLV.) 
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^ M^^O/, Ebqosp ist für die f;egenwarlig/Q. ^^||^ 
4Mi|«Nl«fi|ige .d«r Punkte erfpnlarUclv d^b>i4^il^ 

^ ^l^^f#.^;M«8^ ^!\^ Veihaltoifs.ac : 5c gleich Ufi^-t^O. 

r'tt'drlH*^, 86' fli^r aia*» Ms, wenli* dte 
gc'or€|i\etei^ harmoniscben Pankte a» 6 fest)i|lU, «i^Ahteiid 

map^.iu Gedank^Q c von fortrückcu liifst, der Wertb 
dieses Verhältnisses aUdaim immermebr der ^ »^^.b^« 
bert,'je weiter € sich yon 6 eptferi^^t, und dab daher 
^, siich gleichzeitig jminermeLr der Milte m des festei^ 
AJti9(afd^ aj^ rt5i^rt,.^w^ .das^V^; löltail|. aJ>,; f^: st^ 
jeßem Verbaltnifs gleich sein mub, Lafst man endlich 
den u;iepdiicb etilfernten Punkt q der Geraden A an 
die Stalle ivon^i/tielen 9 sa viifdidas genannte Verhüll- 

milk hi{t da.&a unendlMdi gri>i« iat» ficblciishlbin 

^ 4i' IUld danp imh. liothiy.eAdiger . Wei«i€i^t sich in 
der 'getomtea Mitte tti beftndeii. Denkt man sich iev« 

ner di^Pdnkie d, b fest, und fSht Jetzt' C Je mehr und 
mehr dem 6 «ich näheren, so nähert sich offenbar auch 
b dem bf und wenn endlich c sich mit Svereinigel; so 
▼ereiniget 'sich zngleiiih' ^ mit ihnen beiden. Gteicher- 
"weise können sich c und t) immerinchr dem anderen 
festen Punkte ia näheren, bis sie sich endlich gleich* 
zeitig mit ihm vereinigen. 

Andererseits folgt, dafs, wenn der Strahl d mit den 
zugeordneten harmouischen^ Strahlen a,b gleiche Win- 
kel 'emschliefsti' so dafs das Ver^lltnifs sin (a d) : sin (b d) 
= i, dann auch sin (ac): sin (bc) = 1 ist (I, 2.), und 
daher auch ^ mit a und b gleiche Winkel einschliefsen 
mnfs/und dafs dann folglich d und c in diesem Falle 
^iP^d(Sf f?chtv\inkcl||[ sind (weil sie die Winkel 

t¥ri«dbea a nn4 b h^jifteiO. fewior Ui^ifi, hier ähnli- 
«Verweise,' v^e vorhin bei de» vier harmonisdieli Punk« 
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mfy ii^ «mm 4i» ind b.tet ^aiiid,.wtthnBil.t€i wkk lUv 

b nShert, bis "e^ endlich' ulif' Ihm zasanimenföllt, dann 
' l^chzeitig auch 4 sich., mit ihnen beiden vereiniget^ 
«nd. dtfiB «ebe« «'tiiid-d.<kh glei€bsaili|.iBit dflai ' 
«Ilderen festen SMiti1e*'fr*Tereinigen können. 

Ans dieser rBetrachUio^ |Q|iefsen folgendo.ßStze: 

«) IjZm iffglend zwei festen 'a) „Za|tigend zwei festeiir 
Paplcten ei ner Geraden. Strahlen a, b eines Strahl- 
giebt es aJtzShlig.e Paare btfscliels B, giebt es un- 
zngeordnetcr bkrmönlseher 'zXhli|ge Pmr'e 'sngeordne^ > 
Puicte wn j -mM timmMmh tvr tiarm«ttifcbli#Stralilem 
%ß% dei^^in der MiUe^ SfTi^.dy^f i|nf .oamentlljcb Bin^ 
•eben, a nnd > jiegeii^e die.sw^^i StraMei^, wflcbe 
PnnHni nnd der nn^iidTi^b die yo^ jenen Strableii iiin-* 
enitett-le Pmlt # die- )^6atkl90Mm4m9f§mk9ikilt^ 
raden A ein. solebes P«jr][;..teni,| nilb4n'. V^^ eijiMdei: ' 
nnd fernier iet in je.dem der senKreebtslnd, ein solcbes 
beiden Pnnlcte 0, t eelbW' Paar*; nnd'fe#nti«>'Ui mit je- 
ein •a^lebe»' Paar> ter«!- idem dtr $l%att«ri a^b ein 
nigeU** t ' } '^aolebea.Paar irei^eimig^U'** ; 

ß) ,,Zii irgend einerm Ic- ß) „Zu irgend twei zo ein- 
sieuPunklttt einer Geraden ander senkreckten und fe- 
A nnd zu dem unendli'clk sien Strahlen, etwa c, d, ei- * 
entfcrnie'n Punkte deiv nes ebenen Sirahlbuschela 

««Iben, giebt es unzählige B, giebt es unzählige zuge- 
zugeorJnetc harmonische ordnete harmoniscbeStrah- 
Pii nk tenpaare , wie etwa lenpaare, wie etwa a, b, und 
fl, 5, und zwar sind je zwei zwar sind je zwei solche 
solche Punkte gleich weit Strahlen gleich weit von 
von jenem festen Punkte jedem der zwei festen 
Hl en tl'e rn t, 11 n d umgekehrt, Strahlen entfernt, und ura- 
je zwei Punkte, welfche gekehrt, je zwei Strahlen, 
gleich weit von jenem fe- deren Winkel von jenen 
sten Punkte entfernt sind, zwei festen Strahlen ge- 
aind ein solches Paar,*' hälftet werden, ^iod ein 
' solches Paar.'* • ' ' 

yy ,,Liegt Ton vier bartto^ f) „Schliefst TOn yierbar- 
nisehen Pttjakten eiAer in moniachejgk Strahlen einer 
der Mittie STfiscben swei mit swei einander zngeord» * 
einaiider SB|^«oreneten,*'80 neten gleiche Winkel ein, 
ist sein zugeordneter tin- %o thut sein snf^ciordnete^ 
•ndlicb «nlfarnt, nnd iim.ai4n Crleicbee, uwA um%t* . ^ 
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gelehrt: ist tob den vier kehrt: sind zwei zng^or^' 
Pankteo; einer unendlich nete Strahlen zu einander 
entferntf so liegt sein zu- senkrecht, so hSlften sie 
geordneter in der Mitte die von den beiden ande- 
zwischen ^Mswei übrigen ren ^Strahlen eingtMkl«»» 
Panklen." ... ... . «»aen WiakeV* 



Die letzten SStze {y^^ welehe eigentlich schon in 
(«•) mid ißi eiithdteii «sd, sind dttiiaU» nodunala deo^ 
fichor ausgesprodben Wdrden, we3 sie sich auf Aä cfan 
fachsten Fälle von vier harnionischen Elementen be- 
auehea; Falle, die öfter Torkommea und imler gewk^ 
•en Unsttadeiiy 'ivie ieidit sa eraditeiiy Beqdcniiclikeif 
imtl Vorth eile gewähren. Solche einfache Falle lassen 
aich, wenn beliebige vier baimouache Elemente c;ege- 
Ikni lind, zafolge'der oWgeirSitee (IL), wie folgt, dar- 
stellen (vergl. §. 7, IL). Sind irgend vier feste hanno- 
nische Punkte Ofl^yb^c gegeben, und sollen vier Strab- 
len an dt, bi,Ci, eines StiahlbUsdiels Bt dorch dieselben 
gelegt werden, welche sich in dem genannten einfa- 
chen Falle befinden, d. b., von welchen zwei' zugeord- 
ilele «1 einander senkrecht oder wäa anf dasselbe 
binauslftuft (/.), von denen einer mit zwei zugeordneten 
gleiche Winkel einschliefst, so ist unter diesen Bedin- 
gongen offenbar der Ort desJtfittelpanl^tsBi des.StrahU 
bOsehds auf «wei besümmle Krdse JbesdirSnkt, deren 
Durchmesser die Abstände a6, Cb der zugeordneten 
ic^ten barmoniscben Punkte sind, und zwar ist der Mit- 
telpunkt Bi auf den ersten oder auf äen letzten Kreia 
beschränkt, je nachdem die Strahlen Bi und bu*bder 
Ci und d. zn einander senkrecht sind,- oder mit den 
jedesmaligen anderen Strahlen gleiche Winkel ein- 
schliefsen. — Sind andererseits irgend vier feste liar- 
moniaehe Strahlen a, d, b^^-e graben, unfl söU man 
sie durch eine Gerade At tii «ier ^uaikten siAnei- 
^ den, welche den genannten Anfachen Fall darstellen, 
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gung offinsAttf !■ 

vier verschiedenen Richtungen genügen, denn ist sie 
mU Mewte vkr ffsfen Strahlen pataUel, «Ho' einer 
ilMr*lhBditcteille «nendlich eDtfemC, so. liegt dMeii 
zugeordneter in der Mitte zwischen den zwei übrigen; 
imd umgekehrt, liegt ein Durchsduiitt in der Mitte xwS- 
eeheii v^ei ^ jrt i arftewu g c i ir ifc ertB, «• itt eeid ugeord- 
neter unendlich entfernt (/.) und mitbin die Gerade At 
deni ei|||§|ii^clieiulen Strahle paraUeL Aue dieser Be- 
tnMküng ziein mmä Mginderfiltset 

^)nWenn darch beliebige ^) ^Wenn TOn beliebige^ 
rier feste harmoBische vier feiten barmonischee 
P«nkte a, b, (, C Tier solche Strahlen a,d,b, €f «Ine Ge- 
Strahlen eines Strablbft- rnde A| in vier .solchen 
scbelsBi geben sollen, Ton Pnnbten geschnitten we^'* 
denen das eine Paar zage- den soll, dafs von swei'in- 
•rddotn dic^ Ton dem sndo- geordneten Panicfen d^r 
rcn Paar eingeschlossenen eine nnendlicb entfernt 
Winkel hälften (/.), so ist nnd der andere indcrMitte 
der Ort des Mittelpunktes swisehen den swei ftbrl- 
Bt des Strahlbfischels «nf gen Punkten liegt, so mnfs 
Bvtrei bestiuMiite Kreise be- die Gerade A| mit irgond 
ncbrinkt, welche die Ab- einem der Tier festen 
•finde a^, <b der sicfi ingJl Strahlen parallel seii^ 
ordneten festen Pnnkteyon nnd nmgekehrl, ist sie mit 
einander sn Dnrcbmessern einem der letsteren paral- 
* Imben"*). . . lel, so finden allemal jene 

Bedingi^ngen statt** 

Durch den letzteren Satz links^-ist die Richtigkeit der 
obigen Behauptung (§. 7, U, a,) dargctiiaii. 



..*) Ans diesem Satze lassen sich unmittelbar nodb^^ie Reüm 
anderer Sitae herleiten, als z. B. nachfolgende: 

„Wenn die Endpunkte ü^b der Grniidlinie eines 
Dreiecks eB 1^ (Fig. .4.) fest sind, nnd wenn die Gerado 
d oder c, welche den Winkel an der Spitze oder des« 
son Nebenwinkel kSlfret, stets durch einen dritten fe» 
8ten Punkt b oder'c der Grundlinie geht, so ist der 
Oct de|^ Si^itie B dos Direioeks ein bestimmter Kreis» 



Dreiecks zwei Shiuhlen ziebt, wovon der eine dnrch 
die Mitl^ d^r, Grundlinie geht, ynd der andere mit der 

haruioLiiscLe Strahlen tit den zwei (aodesen)' Seiten dei 

Preicks. ' . 1 ^ • . ' ' 

. . tV^ BMI gcMinMlMi&IMe Gm^ dem irife FMk« 
t^npaare (b, c) >oder Strahlenpaare (d, g) imta^orfen ^ 
sind,, Wfslche in Bezug auf ftwei feste. Punkte a, h oder 
SlraUen i^b (Fig. l;>.M(;eenl|iele hmeMich» Pinkle 
oder Strehlen ^amd, ittbC sich fo%enderma(a^ jg^^suauer 
bestimmen. 

Aue den olMgea AuedkOoken (K, SL); • • 
e^^flrc Biii (ad) ^ sin (a c) 
FS bc* siii (bd; sin c/ 
^urch welche die hemioiiisehe- i*eg« der ledesnuiygen 
Klemenle bedhigt wird, folgt miaiittelbary *w€nii 
nHmlich der Punkt m iu der Mitte zwischen a und 5 
ui|d der Strsjil, h in der Mitte zwischen a imd^ b liegt: 



welcher den Abstand bc di^e dritten festen Punktes J) 
oder C von deinj«'nijj;<'n Pntikle coderb, der in Uezu;; 
auf die zwei j^cna nntni Endpunkte fl, 6, seiuzu geord- 
ueter harmonischer Punkt ist, zum D urchm( sser-hal.'* 
In diesem Falle, wo die Strahlen d, c die von den Straklea 
a, b eingeschlossenen Wiukel hälften, hat man bekanutlick : 

Btt : Bb = ab : 6b == ac : bc, 

mid umgekehrt, wenn diese \ erhültnisse jjleich sind, so (indot 
jene YoraussetauDg statt. Daher folgt ferner der nac|i8tehende^ be- 
jj^annte Satz. 

^Wcnn die Endpunkte a, 6 der Grundlinie eines 
Dreiecks Ä B b fest sind, und wenn das Verhältnifs 
Ba : Bb der beiden übrigen Seiten gegeben ist, so ist 
der Ort der Spitze B des Dreiecks ein Kreis, dessen 
lUittelpunkt in der genannten Grundlinie liegt, und 
zwar sind die Endpunkte dieser Grandlinie zu den 
Endpunl^ien (b, 0 in ibr liegenden Durchmessers 
des.JL^i^tses sageoFdaete harip^ai^chft Paakie; and 
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bm — mb "nie— 8in(bh— hd)*8ln(ch— -bh)*** 
uud daraMB ferner durch bekaunte Veränderungen: 

9if/;li4ii?oJt|«rl»l>Mi«i SUalileB ä,d,Vcb:fH iaa 

* Äf(i|.Abat|a4tt9.imieik t»' Ta«genleaderWi»k«l« weU 
I^«k0f dBAMaFiUilcU f 4v# * »w«.i •* fiif e#f dnei« 

eher in 4er Kitt« ivfiaub«« Sl#«Me (b) eili«aMU(««4| 
des sw%i. Ibrigmi Pwaicü«» der io der.KUic iwiicli«li 
(Ü^n Meg^ gleich dem Q«a4 Im abrif eil SlrebUtt. 
dr«t des i|alb««'AbeUadea (■> bX li«gt, gletefcde» 9w»i> 
<«#,.»!) df f letiteie« PanJfi- lei^ PoieiM dat Taa^aata 
te Ton einander.» di»a b»lW» WiabaU ((beX 

. j . (bb))» welabea die lelgta« 

Strablea alaeeblif faea/* 

T . 

fqrner: die swei Geraden (d, c), welche die Winkel 
an der Spitze des Dreiecks liälflen, gehen stets durch 
zwei feste Punkte, nämlich durch d le Endpa nkte (b, C) 
des genannten Durchmessers." Und umgekehrt: 

„Nimmt man in einem Durchmesser cb eines Krei* 
scs irgend zwei Punkte a, (), die in Lezu^ auf desseu 
Endpunkte C,b, zugeordnete harmonische Punkte sind, 
so haben je zwei Gerade aB, 6ß, welche dieselben 
mit irgend einem Punkte B des Kreises verbinden, ei- 
nerlei Yerhälfc«! fs, und zwar verhalten sie sich alle- 
mal '»vie die Ah.stiiude der angenommenen Punkte von 
dem einen oder dem anderen Endpunkte des Durchmes- 
sers, also wie ab : bb, oder wie ÖC : bc; und ferner: die 
zwei Geraden Bb, Bc, welche den jedesmaligen Punkt 
B iui Krt isc mit den Endpunkten des gena nntenDurch- 
messers verbinden, hälflen die von jenen erstea swei 
Geraden eingeschlossenen ^Vinkel.*' 

Es lieüsen sich hier leicht noch mancherlei Folgerungen über 
harmonische Punkte und harmonische Gerade in Beziehung auf den 
Kreis anscliiiefsen, allein da sich dieselben Eigenschaften in der 
Folge Tür alle Kegelschnitte »gleich beweioea IftBieny so ist es 
aweckmäU^ bia dabun W igtaKbiebeo. 
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^Ffir^all». PaakUnpaare, ^Ffic alle Siralilejipaare, 
die inBeiag auf swei fette ' die in Bezug auf swei fe- 
jPoiiHe zugeordnete tte Strahlen' (a, b) zageord- 

ktvmoriitc he Punkte 'tittd, net^' harmonische Strah- 
itt 1} dat Rechteck nnter len sind, Ut i) dasProdukt 
ihren Abständen Ton dem« der Tangenten der Winkel, 
Innigen Punkte m, welcher die sie mit dem Strahle Ii 
in der Kitt« «witehenTilen eintekikrrieii, derr in dtr 
fersten Pnnkten- liegt, ten Mitte zWlseke^ den fetten 
VettSndiger GrSfte, nnd .BtreJii€nUegt,v«nbettlndi* 
•wer gfeijtli den Quadrat ger6rftfte,n^d xwärgleicb 
ditn knik^en Artendes der der iweitenFeteni de^Tn«» 
flitten T'nnkte rnn «Inen- gente des ktlben Winkel^ 
der; nnd 2) je swei toleke weleknn die fetten Strtk- 
Fnnkte liegen )itdet«'tl len eintcklieften; nnd 2) 
tnf'eineipl*ei- Seite det g»- keide Strtklen liegen je- 
ntnnten Pnnktet msiwad dnnmtl an f einerlei Seite 
nm ge kehrt: jiiderweiPnnk* det genannten Strahlet k; 
tn, -welche dteten beiden nnd nmgekekrt: jede swei 
Bedingungen sngleieh ge- Strahlen, welche dieten 
nllgen, tind sngeordnete beiden Bedingungen sn* 
karmenitehe Pnnkte ij|Bet- gleiek g«nfigen, tind snge- 
sng anf die genannten swei ordnete karmonitdlisStrali- 
fetten Pnnkte.** len in Besug aar'Aie ge. 

nennten swei festen Strak* 
len.»* 

Zwei nnd mehrere Gerade, und zwei nnd mehrere 

ebene StieahlbllteheL 

V 

9. Der Gegenstand der bisherigen Betrachtung be- 
traf blofs die zwei Gebilde Bf n&mlich eiaco ebeoeo 
Strahibfisehd B md eine Gerade A, die sieh in sol- 
eto Beziehung entgegengesetzt waren, dais ihre £le- 
aMte einander auf bestimmte Weise enttpracben» und 
oadard einem bestinunten Gesetze unterworfen waren, 
und wobei die Gebilde projectivisch genannt wur- 
den. Die weitere Betrachtung wird sich nun auf die 
Untersuchung der gegenseitigen Besiehnng ausddui^n^ 
wclqhe einerseits zwischen zwei Geraden, die mit dem- 
selben Slrahlbttschei pro|ectbisGh sind, und anderer- 
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seilt nriirlMn sim fitmyiiiitlwia «fo %iHl;itaNttHA 

Geraden projectivisch sind, und wekhc ferner zwiscbea 
mehreren Gebilden, Geraden und StraKU>üM)^la9 die 
amir einiiidar pv^eidifiBsh Md, alttt iMiai4. • 

I. Sind zwei Gerade A, Ai (Fig. 8.).vut ebMn 
und demselben Slrahlbüsebei B projeclivisch, 80 

den A mi^ bestiaunte Punkte a„ 61, Ci, bi, ki der 

Geraden A| auf bestimmte Weise (§. 2.) unter einem 

Imtfimmtäi Gcnelze (§. 4.) den StraUen %k^«^4 

d^ Strabikasdieb B entepreAea, so sollen \t iwel 
Punkte a und üi, 6 und 61, c und Ci u. s. w. der Ge- 
raden» wekbe demselben StiabL des SiraUbilselieU enl- 
sprechen, ebenfalb ^entsprechende Pnnkt^ beiCMn» 
und die Geraden eoli^, in Bezug auf das ganze Sy- 
«lern ihmr entsprechenden Punhte^paare, foitan s4»rjD- 
lecClTisöh'' genannt werden. ..Dnd .wemk dbt profesla- 
wiscben Geraden A, Ai solche besondere Lage babeni 
daCs beide zugleich mit dem StrahlbOschel 8 peftpedl* 
▼iscb sind (§. 2.), dab nindtdi )eder fitraU des« Sitahl- 
büscbels durch die ihm entsprechenden Punkte.. beider 
Geraden geht, wie etwa in (Fig. 7.X*dann 4oUen.din 
Geraden ebenfalls „perspectlTisch" genittnt werden, 
und dann heifst der Punkt B yiProjectionspunkt.". 
Jede andere Lage der Geraden, die nicht persp^c^ti* 
▼iscb bf, soll „schiefe Laf^e** beiben. FeslieirsoUen 
sowohl bei der * schiefen, als bei der perspectivi- 
sehen Lage der Geraden A» Ai, die Strahlisn,a,«b;c^ 

oder diejenigen Geraden aftt, 6(1, cCi, , die 

durch entsprechende Punkte gehen, „Projections« 
atjcahlenT genannt. werden« Bei der perspectiviscbeo 
Lage der: Geraden A, A| (Fig. 7.) gehen abo alle'P^ 
jcclionsstrahlea durch einen bestimmten Punkt, durch • ^ ^ 

den Pr^eftUonapunkt B> und. bilden das genftnqte^tn^ 
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MiiM-.B|iib6l.'aeic sdUifib Ldge dagegen (Fig. 9,}, 
treffen «ic nicht in einem Punkte zusammen, sondera 
aie und einem anderen sehr raerkwfirdifeli Geiettebn* 
temorfen, weMies im iMttiMi KäpHel nalier untemdit 

werden wird; -* ' ' • ' • / 

Bei zwei projei^tiviacheii Geraden A| ki leinet 
didBgeDlbiliiiiidikdit'cler ParalteliUaMm in fawM i o mig 
to briugen. Befinden sich z. B. die Geraden mit dem. 
Strahlbüschel und also auch unter sich, in pmfieo- 
timaker I^er (Kg« 70f*itnd aind q^r dtejenigen Strah- 
len, die mit den Geraden parallel sind, also die Pa- 
rallelslrahlen (§. 2.), so entapridit mithin derPnnkt 
Ht in de» Garaden Ai dan linandlriA agtAmfenPuiikla 
<) der Geraden A, und es entspricht der Punkt r in 
der Geraden A dem unendlich entfernten Punkte tt der 
Geraden Ai* Die swai Punkte , r aotlsn fortan ^ie 
BorchBchnitte der Parallclstrahlen" genannt wer- 
den. Es ist klar y da£s, wenn auch die Geraden A, A^ 
in acUeii Lage «abradif merdin (Fig. dann die 
Pro)ection8strahlen p, r oder <|,q, rri immerhin mit ih- 
nen pamllel bleiben (§.2«), wefshalb letztere aUdann 
Mmernncb Parallelatraälenliei&en Bellen« • • 

Endlich ist noch za bemerken, dafs, wenn die Ge- 
raden A, Ai perspectiviseh sind (Fig.?.)» dann in ihrem 
Aotroiiaelinittsponkte (e^i) awef entspredende Poiik^ 
e,ei ▼erelnif't sind, indem nämlich der Projeclionsstrahl 
e offenbar beide Creraden zugleich ih jenem t^kte 
idmeideb 

' IL Sind zwei Strahlbüschel B,B, (Fig. 11.) mit 
einer und derselben Geraden Aprojectiiisch, so 
daft abo' lieitiaiiBte Strahloi a»b»c^d,>...« daa^StnaU- 

Mschela B, und bestimmte Strahlen ai, bi, c,, d,, 

des Strahlbüscheb Bi derBeihe nach bestimmten Punk«, 
tan oyl^i^t^^... der Qeraden A;> anf di# elM«Bi<^^a^ 

< 



liMtg^^etl^ Weise, cntspreeb^, io solieo fUe Slrahleü- 

büschel, weldift denselbeii Ponkte der Geradett A- eiK^ 

sprachen > ebenfalls ,,eut8prechende S ix a bleu'! Imi- 
&ei»^ ii»4 ,di» SUnhUiftstibei mäbu Bollm^ ia Beikhiiiif 
auf das ganze SjsteM.ibrte' «HtpretiMideii Stndilenh 
papre*. foiiao ^xojectivisch*' genannt iverdeDb Und 
'npM swei pm)ecti?j0cbe Strahlbfischtl JB> B| <o}clia 
besondere Lage haben» dab beide Kugleick ndl derfiek 
radcn A persp^ctivisch sind, dafs näinlich in jedem 
Punkt der Uer/idcn die ;zweiiibiB entspracbendin Strafen 
len 'einander edmeideB, . wto 'etwa in (Fig. 10.), oder 
aucb in (Flg. 5.)» dann sollen die Strahibüschel ebenfalls 
,9perjspe9t)i4^is-cb". Iieiben» lind dann soU die Ger^ade 
A ibr ^perspectiviscbe«* Dorebscbnitt*' genannt 
Verden. Jede andere Lage der Strahlbüschel B,B 

. diese niebtipMrapneliTisolL aindbaoU ntehieie L«f 
keiben«- * 

Bei zwei projectivischen Strahlbüscheln B,Bi giebt 
esy im Allgeudnen» unter der unzäbbgen Men§e ^t- 
aprechender StnMeBpaaore, xwei beatinnnle: Paare, Um 
sich vor allen übrigen auf eigenthümliche Weise aus«, 
zekbnen» nfimlkb dadurcb, dab «owobl die ziieiälrab» 
ien dea einen als die des anderen SiraUbttidMia «t 
eiuauder rechtwinklig sind. Befinden sich z.B. die 

- Strablbüach^ in. per^ectivischer Lage (Fig. Mk>, ao ist 
im Aligemetncn nnr ein dnziger Kreis unter din Be* 
dingungen uiüglich, dafs er durch die Mittelpunkte B, Bi^ 
beider SUeblbtischel gehe, und dafs sein.Mitteipuiikt m 
in dem perspecMischen Dnfdkscbnitt A Hcfge. Smd ift 
die Durchschnitte dieses Kreises m und der Geraden 
A, SQ.bettUen niienbar die sfrci StraUenpaare s und s„ 
i und H» die |etten Ponkten enfspr^cheb, die ¥or« 
erwähnte Eigenthümlicbkeit, da nämlich sowohLs und t, 



Von iproj. Gmim «. Ae^ SlttUk. H MbcM. la 

ils iiMdii tMMe WinM «Bf, «B|f, WllA«! in 

Halbkreise) eintcUiebeiiy mä et folgt ieraer, diA Ae« 
sea zwei Strahlenpaareii nur allein die genannte 
gcttthfettBolikMl xokoMe. Sa diese EigealduA aicht 
Ton der Lage der SCrAblbOscliel lUlngig ist, so fmi^i 
das Nämliche statt, ^enn sich die letzteren in schiefer 
Lage befiaden (Fig. IL). Die »welStfaMeppsA r e^irt aiid 
Si, t^y sollen forfin ,,die Scbenkel der entsprechen«' 
den rechte» Winkel" heifsen. ^ 

Noch ang benerkt werden, dab wemi swei Straht 
bfischelB, B, perspeclivisdi siad (Fig. 10.), dlumeBeaial 
zwei entsprechende Strahlen e^je^ aufeinander fallen, näm- 
Beb. dieser Tereinigte, oder gemiMnscbaftliche, Strahl 
(eeO ist derjenige, welcher dkorcb die IDtte^oakte 
B^Bi der StrahlbUschel geht. 

la Bei projecti^ischea Geraden , «ad bei projecti* 
^isebea Strablbfisdielii kann zoai^ aacb-dea Oe- 
Selxen gefragt v werden, welchen ihre entsprechenden 
Ekaieateapaare aalerworfen sind. ^ 

Ba xwei pro)eclivische Geiade A, A„ «ifolge der 
obigen Erklärung (§. 9, L), i«it eiocni und demselbea 
SlrahibüsfliMd B projectiyisch sind, so folgt vermöge 
(§. 4i oder §. 6.) sogleidi» da£s zwischen irgend vier 
entsprechenden Pimktenpaareu beider Geraden ein be- 
ttiauatesGesetz statt finden müsse. Denn sind a,b,c,d 
irgend Tier Strahlen des Strahlbfischeb.B, and sind 
a, b, C, b und ai, 6,,Ci,bi die ihnen entsprechenden 
Pnakte üi- den Geraden A und Ai, so sind gewiss^ 
vm jeo^' StraUen abhingige Doppehrerhültnisse, so* 
wohl gleich bestimmten Doppelverbältnissen die von 
den lier ersteren Punkten, als auch gleich bestimmten 
DoppelveriMtaissea dte^TOO deavter letaterea PuiAtea 
abhängen» folglich müssen auch die letz|(eren Doppel- 
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^efMfnhse gleich jeneii fleiii» die sidiauf Sie Tfererste- 

ren Punkte beziehen, und fpigllch hat man (§. 4, II.): 

bc ' bb bjCi ' bibi' ^ 

■ 

ob ^ ob ^ cti b| 

cb. * u Cibi ' c,bi' 
«b «c Oi^i ^ Oij^t 
Ob * bc b|bi ' biCi* * 

Da andererseits zwei projectitische Strahlbfischel 

B, Bi mit einer und derselben Geraden A projectivisch 
sind, so folgt ähnlicher Weise wie vorhin, dafs zwi- 
sehen je Tier entsprechenden Strahlenpaaren a,b,c,d 
iind ai,bi,Ci,di beider Slrahlbüschel ein bestimmtes 
Gesetz statt ünden müsse, nämlich dafs folgende von 
diesen Strahlen abhängige DoppelverhSltnisse gleich 
sind (§. 4, IL): 

sin (ac) sin (ad) sio(atCi) sin(ai di) , 
sin (bc) ' sin (bd) 8in(biCi) ' sinCbidJ' 

ßin (ab) ^ sin (ad) 8in(a|b|) sin (n,dj 

* sin (cb) ' sin (cd) ™ sin(Cibi) ' 8in(c7d7)' 

sin (ab) sin (a c) ^ sin(aibt) ^ sin (a^ Ci) 

* sin (cb) *'sin(dc) 8in(dibi) * sin(diCi/ 

Diese Gesetze (I, II.) lassen sich, wie folgt, nut 

• f * 

Worten aussprechen: 

«) ^Bei ^zwei projectivi- «)^Bei zwei projectiri- 
schen Geraden A, A{ haben scben Strahlbfischeln B,Bf 
{ed« vier entsprechende haben jede vier ^ntspre- 
Ponlctenpaare a und b nnd chende Strtkienpa'area avd 
b«» CiMid'Cii tvnd^i, ■4»lche «|, b and h|9 Cond Cff dundd« 
gemeinschaftliche Beste- solche gemeinschäftliche 
hnng sa einander, dafs die Beziehung sn einander, dafs 
drei BleppelvevhlliniMe, die drei D^ppeUerhJÜtB^ 
die aM dep gegenseitigen se», die ans den Sinufseii 
Ahsttnden der vierPnnkte der Winkel swischen'deii 
in der einen Geraden sn- Tter 'Strählen de« «Isteti 

S 





34 Von proj. Geraden eben. StiMb. ia A Ebene, 10. 

»im»««t«<«t** sind,glcick Strajblböscliels zusammen- 
sUa ieu drei Dopp\;lveiw gesetzt sind, gleicli sind 
liSlliiUsen;^ die sich aus den drtM Doppel verhält- 
den gegenseitigen Ahstän- nissen, die sich aus den Si- 
dcn der Tier Punkte in der nufsen der Winkel zwi- 
anderen Geraden »nsam. «eben den vier Strahlen 
menseUen Isssen.»» desanderenSir ahlbüschels 

saeamniensetsen lassen» 

Es iflt wesentlich stt beinerkei», iaSs bei den drei 
Ausdrücken (I.) die vier Punkte in der einen Geraden 
ao£ entsprechende Weise einander zugeordnet (§. 4.) 
sind» wie die vier Punkte in der anderen Geraden» 
und dafs ferner die gegenseitige Lage der einander zu- 
geordneten Punktenpaare ebenfalls in beiden Geraden 
«bereinetinunend ist, nämlich in dem Ausdrucke (1.), 
bezogen auf (Fig. 7, odeir 8.), folgen die zugeordneten 
Punktcnpaarc (a und 5, c und b; ai und6i, CiUndbi), 
sowohl in der einen als in der andern Geraden ab- 
wechselnd aufeinander (§.4i6.), und in denAusdrfi- 
cken (2, 3.) folgen die zugeordneten Punkteopaare 
(üf und C, h und b; iliundCi, bi undbi; oder <^ undb, 
h und c; dl und it und C|) sowohl in der einen 
als in der anderen Geraden nacheinander (§.4,a.). 
B9^^ diese üebereinstimmung der gegenseitigen Lage 
der zugeordneten Punktenpaare in beiden Geraden im- 
wer statt finde, folgt daraus, däfs zwischen Jeder Ge- 
laden und dem Slrablbüschel B, mit welcbem beide 
projectivikh sind, eine SihnUche üebereinstimmung ob- 
waltet (Ende §. i ), wodurdi denn jene nothwendiger 
JWeise bedingt wird. . - 

' Ganz ebenso wird man andererseits - in den Aus- 
iirick«n (11.), in Hinsiebt der Zusammcriordnung und 
^r -gegenseitigen Uge der zugeordneten Strablenpaare 
in den zwei Strahlbüscheto B, Bi, eine gjLeiche üeberr 
<einst»mmunK wiibmebmefi. 
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Vermöge Jileer TJeberehistimmaDg und vermöge 
der obigea Ausdrücke (I, II.) selbst folgt also» dafa, 
wem yfoä den 8 Elementen » auf die sich einer dieser 
AasdrQcke bezfeht, irgend 7 gegeben sibd, danti das achte 
Element dadurch ganz unz:weideulig gestimmt sei. Denn 
sind X« B. die 7 Punkte •ay6» c»br<li;(i, Cf gegcim, eo 
ist der Wertb des Verhlllftiisses : 6ibt durcb die 
drei übrigen VerhUltnisse eines der. drei Ausdrücke 
('•) CW^I^i nun ktento- alier der gesuchte Punkt bt 
diesem Wertbe in zwei Terschiedenen Lagen genügen, 
und zwar wobei er das eine Mal zwischen und das 
andere Mai lenseit« der festea Punkte Ot» hi Iftge^ 
allein da die gegenseitige Lage der vier Pönkte «i, 6i, 
tifbi mit der der vier Punkte a, 6, C, b übereinstinmiend 
sein mu(s, so wird, dadurch entschieden^ welche tob 
den swd Lagen dem Punkte brnur allein- snkommen 
könne. Auf ganz ähnliche Weise folgt, dafs wenn an* 
dererseits von den 9 Strahlen, auf welche sich die Aus« 
dfUcke <il.) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der 
achte genau bestimmt sei (vergl. §. 6.). Also folgen 
naclistehende Sätze: 

, ß) m1)«8 ganzeSjstem der fi^ »Das ganzeSystem der 
•Blspreek enden Punkten- entsprechenden Strahlern* 
psare in iwei projectivi- paare in zwei projectiTl- 
Bchen Geraden A, A« ist sehen Strahlb&achelnB^Bg 
beatiinmt, wenn irgend drei ist bestimmt, wenn irgend 
Paare gegeben sind, d. lUf drei Paare gegeben sind» 
selibald drei solche Paare d. sobald drei solche 
gegeben sind, etwa a,(,c, und Paare gegeben atnd^ etwa 
^1» so ist sn jedem a, b. c und a^, b^ , C|, 80 ist 
beliebigen vierten Punkt tu jedem beliebigen vi^r- 
d) in der einenGeraden(A) ten Strahl (d) des einen 
der ihm ents'prbchende St^hlbüsehelsCB) der ihm 
Pnnkt,bf in der anderen 6e- entsprechende Strahl (d,) 
reden, TermSge derAnsdrft^ desanderenStrahlbüschels» 
eke(Il), geaav bestimmt.^ • termSge der Anadrtlcke 

, ^n.), genas bM*i««t-' 

8» 
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' Und «w«r folgl (ftn^gl. §» 

y) „D a fs m a n i ii 7 w o i G e- y) ., D a fs man in zwei 
raden A,A, ganz nach Will- S tra hlb ü s cli e In B, 15^ ganz 
külir drei Punktenpaare, el- nach Willkühr drei Strah- 
wa a und ö^. B und b^, C und lenpaare, et na a und a^ , b 
auswählen, und sodann fpst- und , c und c, , auswühlen, 
. setzen könne , die Geraden und sodann festsetzen kön 
soljlen projectivisch und ne, die Strahlhüsche 1 sol 
diese drei Pu-nktenpaare len pro j cctiv iscli. und die 
»olleiL entsprechendePuDk- sc di f i Strahlenpaäre 'sol 
ienpfttre »eiii*" • Icn eiit8pr«cheii4e Slr«k- 

Und lerner folgf doreli Umkeliranf;: 

. 4)5»Sitid die Punkte a,(tC,^ ^) „^itid die Strahlen«,b| 

.... undA|,(|,C^,bf , ... in zwei. €, d, und a^, b,, C|, d,, .... 

Geraden A und A^ der Rei> zweier Strakibäfic bei Bund 
lie nach solcher Gestalt B, der Reihe nach solcher 
g^aart, dafa twitchen je Gestalt gepaart, dafs swi- 
rier Punkt enppisrea di^ Mken rier Strahle«p«4^ 
obigen Bedingungen statt ren die ohlgcnBedingungen 
fiiiden, nimlich dafs sie statt finden, vSmlich dais 
dem Gesetze (I.). genfigen sie dem Gesetze (II.) genü« 
und dafa die gegenseitige gen niid^jifs> die -gegentei« 
Xiage der vier Punkte In tige Lage.d.er .yier Strak* 
der einen Geraden üiit der len des einen Strahlbü- 
der Tier Punkte in der en- scbels mit 'c|er der tier 
deren "Geraden ftberein- Strahlendes and^renStrskl- 
s'timUiend ist, so sind die bflscKels übereinstimmend 
Geraden', in Besieknng auf ist, so sind, die Geraden, 
alle jenePanktenpAire, pro« iuBeziekang auf alle jene 
jectWisck«^* ' . $tr^klenpaare, proje'ctl* 

' . • visek.»' 

11. BeTo;* die besonderen Füli<^ der so eben atiC- 
gestellten Sätze (§. 10.) nntersutht werden, ftollen diese 
nebst einigen früheren Sätzen erst kuTz wiederholt, 
und noch einige erweiternde Folger^ingen daraus geza« 
gen werden, 'die sodann masaunnien die FnihdUmental- 
Sätze über projectivische G< ade und ebene Strahlbü> 
schel ausmachen, und deslialb bei späteren Betj:acbtua-> 
gen hSMfig^ Aüwendiaig finden. 
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I. Die Satze (§. 4, und §. 6.) und die vorhin aus 
ihnen gefolgerten Sätze (§. iO.) lassen sich, ^im Mff, 
knrB zCMmmeofassen.- 

«) „Bei zwei projectivischen Gebilden -^ 
seien es eine Gerade und ein ebener Stfahlbttr 
•eh'ely' oder «irei' l^erMd^, oder"^ «w»l\ ^bene 
Strahlbüschel — sind die D oppelverhJlltnisse, 
welche durch irgend ^ier Elemente des einten 
Gebildes bestimmt w^i'deB, gleich -denDoppei* 
Terhiiitnissen, welche durch die vier entspre- 
c^h^niif^n. Element^ des anderep Gebildes b^- 
8tinilit werdtrD{ 'ferner ist die gegenseitige La- 
ge der vier Elemente des eikieil Gebildes über- 
einstimmend mit der der vier Elemente des 

' / ß) „Dah^ir 'ist das ganze Sjsfem der ent- 
sprechenden Elementenpaare zweier projec- 
tivischen Gebilde besUiumty wenn irgend dc^i 
ealnber^Paare gegeben sind.** 

'„Und zwar können solche drei Paar4 
galhz nach/Willkühr angenomm^n/i^crden.'* 
Und umgekehrt (cc): 

S) ,^Sind die Elemente zweier Gebilde der- 
gestalt g^liaarr, da£s die dU'tch irgend vier Ele- 
lente derfeinen'-Geb'iides bestimniten Doppel« 
Verhältnisse gleich sind den durch die vier 
^tftifprecbdnden 'Eiiiä^t(b des änderen Gebil- 
d4fs Bestimmten Doppe^ve^l'ftft^tilisse, wobei netb- 
wendiger Weise die jedesmaligen beiderseiti- 
gen 'vi^r Elemente übereinstimmende gegelisei- 
tIge'L'age liaben müssen, so sind Üfe 'Gebilde^ 
in Beziehung auf alle, jene Elementenpaare, 
pro|ectivi8ch«" 



38^ Von proj. Geratfen «. ebtn» Slialilb. in d« Ebene. 12. 

n. Aas jeft TOVSteheDd«!! SäUnok folgt umnil^lbar^ 
der.pachstchende umfassende Satz; 

«) „Sind zwei Gebilde Ger.ada oder 
ebeoe Strablbüstohel mlt ein ein dritten pro- 
ject'viscby so siod sie es auch iinter sicbkf 
' {dieser f Satz uwfabt nämlich, nachstebende.tetihi' 
FiU4, woTon die zwei ersteyi schon oben i^9.) als 
Erklärung projeotivischer Geraden und prqjectitiscber 
StrablbiUcbel gegeben wurden. . . ■ . 

p) „Sind fwei Gerade A, fi) „Sind zwei Strablbfi* 
A, mit einem und demael- 8chel B, Bf mit eiifer lied 
beQ Strahlbüschel B pro- derselben Geradeii) A pro* 
{(ctiTiseb, .80 sind fi^.e^. |ectiTiscb, so slqd.ole et 
auch nnter ticb«** . ' «acK nnter sieh«"* 

r) ,.81nä eine Geraae'A' i') l;Sfnd ^Iq Strahiha- 
and hin Strahlbaachel B sehel'B' nnd elab Geräde- A 
i4lt. einer und deraolbea mit ei^fto pnd. demaelbeB 
Geraden A, projecV8viac]i» Strahlbftaehfl.B^ proje^« 
80 ainj ^aie es auch* nater tlyisch, so sind sie ^$ aaeh 
sich." • • nnt^raleh.** 

• 

<y) „Sind zwei Gerade A, ()) „Sind zwei StrahlhG- 
Af mit einer dritten Gera- scbel B, B| mit eineifi drit« 
den A2 pro jectiviscb, so ten Strahlbüschel B^ pro- 
sind sie ^9 auch anter jectiviscb, so sind sie ea 
sich/* auch unter sich." * ^ 

^ ' *) f ' ' • ' .. ' , , 

III« X>urch Wiederholung und Zusanuiiensetzung 
der Yorttehenden Sätze (IL) gflangt man rmuMl^lwr 
zu dem nachfolgenden ausgedehnteren Satze, 

JLst bei irgend ^ine^r . Auz ahl n Gebilden 
•r» Gerade jind eil eB^,£(trahlbüs chei ~ in ir- 
gend einer bestimmten Ordnung genommen, 
der .J^eibe nach jedes Gebilde mit dem 4.arauC 
(olgeiid^n projectiyiacb,. so ist jedes |n|t je- 
dem, a^Uo namentlich ai|cb das erste mit dem 
letzten, projeotivisch«** 

i2. Was QQtt die TorUn erwUinten besondereii 
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13. :Mdirere Gerade.«, nekreve. StrablW * * ^ 

SftBe «hlMtnlft. (§• 11.) y «o «od dA¥oiv>awei;AriNi «zii» 
tmlnrtcMdm, .jiSiiiUiBl»: entweder üod bei iMliebigeii: 

Gebildeo solche Elementenpaare zu betrachten, für 
• wddM die Andrücke (§. 10, I, 110 wes^Uich wmwr 
fadit, od* es. did eoMie Gebilde va betraditetf, liel 
denen für )e vier culsprecbende Eleinentenpaare jene 
Auedrücke vereinfacht werden« ' > . * • 

Die : beeoadirea- .FiUe ; der eisten Art ' 'Mtitebell^ 
dadurch, dafs durch die Eigenthünilichkeit der Elemen- 
tenpai^e entweder, eiozelne Verhältuisse in den.ge- 
nanntoii Aiudrilekw « 1, oder. dfeCs der Werth eines 
Doppclverhältnisses es 1 wird. Die wichtigsten Fälle 
der »Art «idd folgende. * ^ 

L USiikmt lian bei -9<Mi pro^eciviscbebiOclNiden 
A,Ai, anstalt <ler Punktenpaare C und C„ b «M'^il diel 
zwei Ponktenpaare i^uad qi» r und fi, die den Parallel- 
strahlen «ngiMrenv ntalidi ti ^ die ilinendlich 
entfernten Punkte der- Geraden A, A,, und wb^ qi, r 
die sogenannten Durchschnitte der Parallelstrah- 
leii sind (§.9, 1.)» «9 werdoi i(ie Ansdi^i^e (§,XQ,h) 
zufolge (§. 7, I.), ^ ^olgi meinfada: ; .; . ■ 

.. *r fti4t . 

, 2) «6: o»-^|i:.l . • ' 

' <li Ol ■ • 

3) ^ : l » 0,6, : «iq, 

Aus dem ersteren Ausdrucke (1.), der b^ späteren 
Betrachtungen durch zweckmäfsige Anwendung ;i;a werk« 
wOrdigeii Folgerungen führt, folgt: 

a) bt : at «a «1^1 : 6i<ji, oder 
, Ä ar »aiq» - bt k hi(\y. 
Nianal man andeiefseits bei 'swei projectivischen 
SIrablbüMhslo ^, Bir ansU^t der ätiahlenpaare c und c^. 
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4'Miii4'dw iiechtwinUgeii chtsptedieadhii: 

ätrahlenpaarä «t tind 81/ t uui t^, d« b., SebeiriteL 

"der entsprechend en rechten Winkel, wo nämlich 8(M 
iwobl^ uod.4» aU uQd..ti zu eoiandw/rediCmäUi^ 
flina (^. 9, lIiHi 80 wesdei^) di^ AuMrftck& (§. 10, II.) 
chtfnfaUs Tereinfacht, und namentlich wird aus dem* 
erstcren derselben (welcker wicbt^ar- M^'ala'die bei* 
den *fibngeiiX wenn maa^hMefk^' däfiit' 1^(90^ + x) 
n cosx, also z. B. 8in(at) = cos(as): » 1 
•<;^^^j ^sip (as) cos (a 9) ^ coe'(B|t|) 8in<aytt> 

/ 7) tgCas) : tg (bs) « lg (b,!,).: %(al|t,), Qild t . 

. i ' r*)^» i& (at) : tg (bt) « tg (b,Sj) ; ig (a.s.X md. . 
H H lig (at) . tg,(a,ia,).» tg.(kt) . <g<fcf%X • 

. Dia AiiadrQeke ^, Si) enthalten, mit Worten, 
atisge^procbes^ nachfolgende mekii^ilrülge Sätaa... 

V „Bei^w^i pVoJecHrisclien „Bei zwei pro jeclivischen 

CeraclenA,A, ist dasRccht- SlPÄhlbfiscIiela B,Bt istdaa 

eclc (a r . a, t|, ) Uli ter den Ab- Produkt aus den Tangen- 

ständen i rge n d z w e i er en t- ten der Winkel, Avelclie ir- 

sprechenden Punkte (0,0,; ^end zwei entsprechende 

o d e r 6, 5 , , . .) V o n d e n D u r c Ii- S t r a Ii 1 e n lui t den ungleich- 

schnillen (r,(||) der P;iral- namigen Schenkeln (s, t,, 

lel strahlen unv er ander- oder , t) der entsprechen- 

lich, d. h, für alle Punkten- den recht( n Winkel eiu- 

paare hat di eses Rechteck sch 1 ie fsen, von un veränder- 

einerlei Inhalt." *' lichem Weiihe," 

Wenn aho bei zirei projeetivhcben Gerddim A, Ai • 

die Durchschnitte (r, q^) der Parallelstrahlen uild aufser- 
dem irgend ein Paar entsprechende Punkte a, di gege- 
ben aind, so aind die AmdrOck^ (tf, fi.)^ dnrcb weldie 
tii irgead' einem Punkte der einen Geraden^ etwa zu dem 
Punkte b in d^ Geraden der ionUprecbaade üunkt 
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Vk ' > ' Uebfdre QtMe mekrert Striblb. . < ' 

fei tu iet'miireUkGmAm Ai'bcitiaRDl wk^ feiAr ein- 

* facäi und bequem. Nebstdeni nämlich, dafs durch die 
gepanniten Ausdrücke ^bes .die Gröf;$e des Abstandes, 
(61^1) des* .P«nktes*6f dem .D^rcbschnitte dea* 
Parallclstrahls entschieden >vird, %vird durch die Ueber- 
einstiuiniuug der gegenseitigen Lage der Punkte in bei- 
den Geraden» die Lage des ^ Punktes 5i genau bestimmt; 
denn je nachdem die Punkte 0, b auf einerlei oder 
auf. Y.^rapbiedenejtt Seiten des Punktes r liegen» be^ 
finden* sieh • iHiereinatinmieDd • die Punkte 'ai v di* 'auf eU' 
nerlei oder auf entgegengesetzten Seiten des Punk- 
tes qi (§.. /Wie leipbt zu sehen, findet, audererr. 
aeita bei i den xwel StrahlhttodieiH > B» Bi' in RfkkBkabl 
der Ausdrücke 0',^, Aehnliches Malt. ' * ' * ] 

ferner leipht zju sehen, dafs umgekehrt,. . >reno 
io «welp ^|iro)eeti¥iscbaa-£tetadeB A, Ai SigenA drei ieal-i • 
sprechende Punktenpaare a, 6, c, nnd öi,6i,Ci gegeben 
sind, dann durch dießei^^e^ die. Durchschnitte q| der 
PaulUelalrablen bestimigt. «ind. • mitteist der* Anaddlske 
(1, 2, 3) oder (§. 10, I.) zu finden sind; tmd dafs eben 
so, wenn in zwei proiectivischen Strahlbüscbejji B, Bi 
irgend drei eot^prechendf Strahlenpaare a,b,c, and 
Bi) hl, C|, gegeben- sind, dann die Schenkel (s, t, 8i,f;) 
der entspcechenden rechten Winkel (st), (si(i) vermöge 
der* AuMiAdLe- 10» U«) «bestiuiibtr «od m JadenHtfind» 
IL Vtm^ denr Auadrfidien (§. lü^ i, 11.), auf (Fig. 
7, 8 und 10, 11.) bezogen,f gestatten, vermöge der ge* 
(Itaiseüigen. Lage dar £iemente, nur ihnrd» nimlicb niir 
die Aasdrficke (§. 10, 1, 4.), den baaondaren Fall, dafs 
der Werth der darin enthaltenen Doppel Verhältnisse , 
w l vfrd, und» da ab^am 'die beideraeMigeii vier £1^ 
mente, auf die eieh der ^edesinalige Ansdraek betieht, 
xilgleich harmonisch sind (§.18^1, o,), ao folgt also (was 
vm TbeiL acMo io §1 8^ IL ansgeaproobaa): 



ff 
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„Dafs bei zwei prpjeeti- tfDars beiiwal pri^eo^ 
TUchen G«radeii A, A^ iv liritclieB Str«)ilbt|apliel« 
gend Tier Barmonif ekeii B» B| irgend vier harmoiiL 
Pfialcieir in der einen 6e- ielien Strahlen in dem ei»' 
Taden anelr vier barmeni- »en Btteü hei ineli 'Tier liar» 
•che Paukte in der ende«- nAniache Strahlen in des 
ren Geracten entaprechen." anderen Bfiachel entapre- 

• then***' 

Und umgekehrt (§. 8, I, ß.): 

„Sind in jeder von zwei „Sind in jedem von zwei 
Geraden A, A| irgend vier Strahlbfischeln' B, B| ir>> 
h^rflaoiiische Pnnkte|^|i,l^< gend vier h a#«njani#«h« 
und tti, b|, ^1, C« gegeben, so Strahlen a» d, b^e i|{id a|, 
kannmari aufachiverscbie- b,, gegeben, sokannman 
dfene A>ten festsetien, die anf acht rerachiedene Ar- 
geraden a^olieh projecti* ten festsetzen, idie Strahlt 
▼iaeh nnd jene Punkte sol- |bftschel sollen projeqt.^^ 
len entaprechende Pilnk- visch. and jene Strahlen 
tienpii»re feein, und zwar sollen entaprechenddStrah- 
' ist dasn ntor erforderlich, ienpnace aein, «nnd xwar 
dafa in je4en|i Falle irgend ist dam nur. erforderlich» 
zwei zoceordnete härm 9- dafa in jedem Falle irgend 
nischi Ponk^e der eineii iwel zugeordnete' harini»ni- 
Gacaden 'anc&' zwei ta^/aeke Strahlen 'dea ehien 
nit^n^^.^» barmoniache-n Strrhlbftaehela^ ancb twei 
Pnnkien 4*r anderen Ge< zuge4»rdneten harmonischen 
reden ent apre eben.** Strahlen dea anderen 

Strahlbiaebela entapre* 
. ftbftn.:» 

13. Die besonderen Fälle der zweiten Art (§. 12.) 
beslahen dniiD, daCi bei den p^ojectiviscbeB Qenim 
A; Ai entweder je zwei entspredraibde Abscbnitte glei- 
ches VcrhSllnifs zu einander haben, oder einander gleich 
mndf und dafa bei den pn^ectmacben Sirahlbttacheln 
B, B| je zwei -entsprechende Winkd eiaaiider gleidi 
sind. Von , der Möglichkeit dieser Fälle kann man sich 
kkbt öbmeugen, "wlnn jm die Gebilde in p«npec- 
.trrischer Lage betrachtet, nSmlieh wie folgt. 

I. a) Bei zwei perspecÜTischen Geraden A, Ai kön- 
nen die beinüdeien Umstünde eintreten« dals entweder 
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ii) ^cr Pro^cfdionsptiiikt 'B 9.) unenfflick «ntfenit , 
liegt, so dafs die Projectionsstrahlen a, c, ..... sämmU 
Udi -parallel sind» "wie i. B. (f^. 12.), oder ß) 6ierGer 
faden A,Ai kOnoen parallel ado, und der Pr^Jedidaft-i' 
punkt B entweder 4) zwischen, wie (Fig. 6.), oder 2) 
jenaeits denselben Jiegen, wie .'(Flg. 13.). In jedeur 
dieser BilU findet offmbaf - did * besondere EfjgensflÜaft 
atatt: „Dafs je zwei entsprechende Abscihnitte? 
der Geraden A,Ai einerlei Yierbfillnifs haben/^ 
so dab män üso, statt des ^^en fiiel^^^ (§. lOil^S 
in di^em Falle z. Ii. bat: ? " \ i' ' - .! • -j 

Zwei Gerade, denen diese besondere EigensdiaR 
zukommt, soUen fortan projectivisch „ähnlich'' heifsen. 
i • Ans dem Vorstehenden Mgl «nnnutteUnrt • 

,^1>afs dar f^anze.'System der entsprechen« 
den Punktenpaare zweier projectivisch ähnli^ 
eher Geraden A^Ai^bestimnit «sei^ wenn Jrgend 
zwei stf leb« l^aare gegeben Und.'' Und t 

„Dafs man nach Willkühr zwei solche 
Paare annehmen und sodann festsetzen können 
die Geraden sollen pro}ectlvis«K lbnlfcb>nnd 
jene Paare sollen entsprechend« Punkten^ 
paare sein." 

Eemer folgt, mitRQduicbt auf dasGeselz (§. 10, 1.): 

„Dafs zwei pro| ectivische Gerade A, Ai 
allemal abnlioh>8ind,.aobald irgend drei Paav 
entsprechende Abschnitte, welche durch drei 
Paar entsprechende Punkte, etwa a,b, c und 
^uiiyCiy bestimmt werden, (gleiches Yerhftlt* 
nifs haben, d. h., wenn ai : üiii IftC« «i^i^ 
6c : biCi ist." Ündj .... *• ' 
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... vBiafji,9'W€i prajeeUviaeb« Gerade, ibiilieh 
fii|IL4^i^4 perspeßtiyjlsoh liegte», sobald it* 
g«9icl> .dr«i, Proje^tioii8jar,ahten»* .etvra a^ b,* ^ 
parallel nnil/* ' 3 ^ ' : . v 

> (£' -]D^a£h bleibt eia XJiDstaad"9u benierkea» der bei 
ilii;(eisi^;2BetraAtii9jBfa VoJgeik Aadi aidi 

^aht t : n^liaV ^^X» h^k p r o j « ati v f s ch i KaAi e h e n 
Q^ir?f]en. A^» J^id^ eudlicb eotferotea Punkte d^" 
^tmi iOjemkA,» :aj^ ebefi . ^olicher Ponkt ia der: addereo 
OcraA^if .entspri^ , Data ioi (Fig. 12.) Sodet oOtttbac 

' gar kein Parallelstrabi q statt 9»,!.), und ia (Fig* 
6. und 13.) babeii' beide Geraden», einen ; gemeinscbaft- 
licben' 'l'äniOektirabK q. JDaher folgt alsfr oötbwendiger 

Weise: '• • : - t > ■ . ■ ? 

.^Oa£« bai>kwel|irojecti:vMeb äiliaUcbfea'G«* 
raden ilmf'iweirniae'BrdHök enttetnieit Paukte 
(^9 <|i) entsprecbende Paukte aindi*' - Und um- 
gjskebct:t> . • \- ' I * • " 
hr. „BaCfr wenn jiei*aivrei prtDjectlViaclien. Ge- 
raden ibre' unendlich« entfernten Punkte ent- 
ap'r^ohemde JPaiikftidliitfdy 'SO aind die- Geraden 

• • b) Wenn ferner bei zwei projectivischen Geraden 

Ai entweder, tf) die Projections&trablen a^byc, 
parallel (Fig. 12.) und beide Gerade mit ibneb gleiabe 
Winkel einschliefsen (so dafs badi biCtia), oder 
vena die Gnaden, parallel und derProjeetionspunkt 
Bin der Mitte, zwischen ibnen liegt (Fig. 6.), oder end» 
lieh y) wenn sowohl die Geraden als die Projections- 
itraklen. unter sieb p^allel sind (Fig. 14^; dnnn findet 
offenbar die besondere Eigenschaft statt: »l>aia je 
zwei cutsprechende Abschnitte der Geraden 
A,A| einander gleich sind/' so dafs mau^ statt des 
vorigen Gesetzes (a» I.^ In diesem Falte hat: 



uiyiu^ücl by google 



13. ' lllklii«!« Gerade II. *m^i^ StraU^ ^ 

• ' 1 ^ <li'$\V it'*^ (it ti , W 5jci tf. •«.•'vr. • 
In ^dom gegenwärtigen Falle sollen dedhalb die 
<6er«dlieii. At 'pro|ecthrisdk „^leicfi'' (cbngmeliO 
heifsen. ^ ' ' - 

Dieser BetrachtQDg zufolge ist also iJiei zwei prO« 
JeclWiseh'gUiölieii Giirad^n da» ganta System 

Sobald ein einziges Paar gegeben ist.'' 

Audi folgt, wie. leidA^ kehen, „dafä zwei ftö» 

*)ecfiVi«<rke Gerade^ A, Ai allemal' gl e'lirh sind, 
sobald irgend drei Paar entsprechende Ab« 

'sehnitte derselben, welche durth drei ent- 
sprecftead^ 'Ponktenpaare, etwa dyiyC und 
Ci, bestimmt werden, einander gleich sind, d.h., 
wenn o( ^ a^6i, AC aiCi» und 6c » hiti istJ^ 

Endlicii folgt (a): ,,1)a{^ bef x^el proj^ctl- 
v.isch gleichen Geraden ihre unendlich entfern- 
ten PuniLte entsprechende Punkte sind/' 

IL £wei perspeeiWiffcke Strahlbttschel Bi 
können insbesondere so sein, dafs entweder a) ihr 

-perspectivisch^ Durchschnitt A (§• 9, II.) zu ihrem g^ 
miltaschiftKchen Strahle (eeO rechtwinkBg^mid Von 
Mittelpunkten B, Bi der Strahlbüschel gleich wert ent- 
fernt ist, wie etwa (Fig. 5.), so dafs je zwei entspr^ 
diende StmMen gleiche StGckc von einander abschei- 
den, nhnilich Ba — Bja, B6 = Bjfe; u. 8. w., .odeär 
ßy ddi% }0 zwei entsprechende Strahlen parallel sind, 
weiches tiSmticfa dann einireted '^nctb^Se, wenn man* iki. 
Gedanken die Figur 10. sich so veränderen liefse, dafs 
während die Mittelpunkte B, £i der Strahlbüschel fest 
blieben,' dei^n' perspectivischer Durdrsclinitt A sich ins 
Unendliche entfernte, wodurch (Fig. 15.) entstände. In 
jedem dieser zwei Fälle findet offenbar die besqndere 
Eigenthttmlichtoelf statt r ' 
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jypaCs le .ftwei. €&ta]^reck6n4^. Winkel der 
xifei Slri|hIbagcheIB,Bi efBander gleich sind;" 
8Q daf$ inan ako, statt des obigen Gesetzes (§• 10^ IL% 
nnr die einfache Beziehong bat: 

9.. (ab) = (aib,), (ac) = (ajCi), (bc) = (bic) ö. s. w. 

Zwei Strahlbüschely denen diese besondere Eigen- 
Bcbaf t »il^mipii^ sollen projectiyiacli ^gleich" beifaen. 

Es folgt ans ^eser Eigenschaft aomittelbar: „Dafc 
das ganze System der entsprechenden Strab- ; 
^fopaare sweiex projectiviscb gleicher Strahl- 
bütchel bestimmt aei, sobald ein einziges sol- 
ches Paar, etwa a, ai, gegeben ist.'* Jedoch sind 
dal>ei, in Hinsicht der Anfeinanderfolg^ der. StiaUeo» 
oder der Lage der Strablbfischely zwei Fdle zn onter- 
scheiden. Nämlich man kann die Strahlen der Reihe 
,aach in beiden Strablliäficheln entweder in gleicher i 
oder ia umgekehrter Ordnung aofemandarfolgend | 
annehmen; d. h., man kann annehmen die Strahlen 

'^i^hfC, und .ai^diybiyCi, folgen «ich» Ton 

den Mittelpunkten der Strahlbüschel ans betrachte^ 
entweder 1) in beiden Strahlbüscheln rechtsherum, 
oder- in beiden linksherum, wie z.B. (Fig.l5.X oder 
2) in dem einen Stnddbfischel reehtsh/ernm und in 
dem anderen linksherum, wie z. B. (Fig. 5.). Das 
Gesagte findet statt, die Strahlbüschel mügen sich in 
perspectivischer oder schiefer Lage befinden. Im Falle 
(1.) sollen die Strahlbüschel „gl eich liegend'' und im i 
Falle (2.) sollen sie „ungleichliegend" heiben. Wird 
der eine Strahlbüschel in Gedanken umgewandt, und 
wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so 
wird <iie Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbar eine 
andere, so. dafa, wenn die Strahlbüschel Torher gleich- 
liegend waren, sie jetzt ungleichlicgend sind, und 
auch umgekehrt Dieser Unterschied dfr Lage zweier 
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profedhrwk glmker StaUbltoAd (stok nidh weilor 
unten, bei der Eneygung der Ke^lsclmitte, auf sehr 
auffallende Weise kund. 

Es fMgt faiMr: »»Dafs zwei projeetWitcbe 
Sfmhlbasebel B,Bi aUemiil gleick sind, sobald 
irgend drei Paar entsprechende Winkel der- 
aelb«]|bwel€bedureb drei .entspffejobende Suabr 
lenpaare bestimmt werden, gleieb ^iid.** Und; 

,J)a{& daher zwei projeQtivische Strabl- 
Mscbel gleiqb 'lAd perspeeliviacb liegpii^ 
sobald irgend drei .eatsprecbende 3trableii*' 
paare parallel sind.'' 

. Endiicb mag noch bemerkt werden, dafs es Im! 
iwei projectiviseb gleicben StrablbOsdiebi nicbt nnr 
.ein Paar entsprechende rechte Winkel giebt (§.9, IL), 
aondeni daCs vieimebr jedem xecbten Winkel des einen 
StrahNifladiels .aocb'ebi eben Roleber im anderai em- 
spricht 

■ 

Von der gegenseitigen Lage der Gebilde und den 
darch sie bediagten Sätsen aad Aafgaben. 

14. Nachdem die allgemeinen mid besond»^ Ge- 
setze, die zwischen den entsprechenden Elementenpaa- 
ren zweier projectivischer Geraden A,Ai und zweier 
projeetiTiscber SlrahlbOsehel Bt statt j&nden, «iter- 
sucht worden, sind nunmehr die Eigenschaften, welche 
TQn ^er gegenseitigen Lage der Gebilde herrühren, ge- 
nau zu beliachtepy upd zwarsoUen zonSchst dieMerk« 
male aufgesucht werden, woran man erkennt, ob zwei 
solche Gebilde sich in perspectiviscber oder in 
scbiefer Xat/ß befinden. 

- Da bei zwei projectivischen Geraden A, Ai, wenn 
sie p^spectivisch Uegf^, zwei entsprecii^de Punkte 
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Xt, f{) kk ihrem BiaatAmkäm Tercfirigt siiid fif, L), 

md da das ganze System ihrer entsprechenden Punk- 
tenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gegeben 
-nniL (S* lOi, ß;)z so folgt notkwendiger Weise, dab sie 
sicli allemal in perspectiviseber La^e befinden werden, 
wenn entweder .irgend zwei entsprechende Punkte in 
Ikrem Darehscbnitte veieiiiigt' sind, oder wiSnH' wf^eoA 
drei Projectionsstrabien in einem Punkte zusammen- 
treffen« Sind z.\B. die Geraden A, Ai (Fig. 8.), inAn- 

«riMiBg der Pnnkto r/;...: tmd au^iict, pHk- 

^ectivisch, nnd man denkt sich dieselben iü solche Lage 
'gebracht, daCs irgend zwei entsprechende Punkte, etwa 
t mi tit xasamiifeDfallen (Fig. 7.), so nfisseo alle Pro- 
jectionsstrabien aoi, 66i, cCi, darcb einen und 

denselben Punkt gehen. Denn fände dieses nicht statt, 
sO 'köOnte man den Punkt B, in welchem kgend swei 
StreMen^ etwa Hdj, 66i, sich begegnen, als Mittelpunkt 
eines Slrablbüschels B annehmen, und dann würde letz- 
terer die Geladen A» Ai projectivisch schneiden (§. 9, 1.), 
und zwar wSren a und di, h und 6^, e und ei dr^i ent« 
Sprecheilde Punktenpaare; da aber durch drei Paar ent* 
sprechende Punkte das ganze System der entsprechen* 
dett Fonktclnpaafe bestimmt ist (§. 10, ß,)y so nnifs das 
neue System von entsprechenden Punktenpaaren mit 
dem gegebenenTÜlUg ttbereinstinimcn, ' und folglich muDs 
jbdet^Stt^M c, d, des Strahljlifischels B dnn^ cwai 
.gegebene entsprechende Punkte c und Ci, b und.bi,....« 
oder umgekehrt, jeder Strahl CC|, bbi,....., der ein 
Paar gegebene entsprechende Ponkte c nnd Ci, bmA 
^i, ..... verbindet, mufs durch dea Punkt B gehen. 
Denkt man sick fern^ die gegebenen Geraden A, At 
(Fig. 8.) in solche Lage gebraeh^ dafs fTgUid" drei Pro- 
jectionsstrabien, etwa aOi, 6 6i, CCi, einander in einem 
Punkte S Neffen (Fig. 7.), Jbo müssen allo iüuigeii 

Pro- 

* 
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Projectionsstnihien tbt» 4atch diesen nämlicben 
Fnaki geheD, Denn tthnnit man in der Tbat den Paukt 
B als Mittelpunkt emes SciraliUiiedieb..an, aö schbeidet 
derselbe die Geraden A, Ai projecliviscb, und zwar 
ao, dab a and i und 5t, C and Ci drai entspre- 
chende Pimktenpaare aind, allein da diese Ponktcn- 
paare auch zu ^em gegebenen Syslem von entsprechen- 
den Punktenpaaren gehOrep, so sitad die Geraden in 
beiden Füllen fttr die- nandiekan Pnnktenpaate, projec- 
tiviscb, und folglich geht jeder Strahl d, desStrahl- 
bdsehels B durch avrei gegebene enUpreckendcPiinkAt' 
bnndbtf Geroden A, Ai, oder ulngekekrt je- 
der Projectionsstrabl der Geraden geht durch jenen 
Ponkt und iolglicb liegen die Geraden ^erspecUvisch» 
Da ibdererleits bei swei projeetirisdieB SMMbll- 
acheln B, Bi, wenn sie perspectivisch liegen, zwei ent- 
sprechende Strahlen (e, ei) zusamuieniaUen , (§• ^'IL^ 
imd da das ganse Sjstem ikrer entsprechenden« sStrab- 
lenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gege- 
ben sind (§• iOy ß): so ist klar, daüs sie sich aUeanai 
in perspectiTischer Lage befinden !ffcrdi9n^ tvlsnä' aiit- 
weder irgend zwei entsprechende Strahlen aufeinander 
iaiien» oder wenn die Dtirchschnitte von irg^d drei 
entsprechenden Strahlenpaartn in einer und der^dbett 
Geraden liegen. Sind z. B. die Str'f^lbüschel B, Bi 
(Fig. Ii.)» in Ansehung des Systems von entsprechen- 
den Strahlen a, b,c,. nnd aiybiyCi, prbjecti- 

Tisch, und man denkt sich dieselben in solche Lage ver- 
setzt, daCs irgend zwei entsprechende Strahlen', etwa e 
nndoi» anfeinander fallen (Fig. lO.), so mfissen }ede ^ei 

entspreehende Strahlen a und fii , b und bi , c und Ci , 

sich auf einer und derselben Geraden A schneiden. Denn 
legt man durch zwei solche Durchschnitte, etupa durch die 
Pgyithadinitie a, 6 der Strahlenpaare a nnd ai b, und b|, 
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eine Gerade A 9 ao würden, wenn man für einen Aogen- 
blick, am die Büttelpunkte B, Bi, statt der gegebenen 
Strabibüschely sich andere denkcu wollte, welche die 
Gerade A^ziM» perapectiviscben BorchsclimU (§«9, II.) 
bitten» dieselben von den gegebenen nicht Tersdiieden 
sein können , weil sie mit ihnen die drei entsprechen- 
den Strahlenpaare a und ai, b und bi, e und Ct, wo« 
durd^ daa ganse System der «ilspredienden Strahlen- 
paare bestimmt wird, gemein hätten, folglich schneiden 
skh |e zwei entsprechende Strahlenpaare cundci, d 
iBNldfy *...v^ der gegdsenen StrahlbOschel anf der nSm« 
lichen Geraden A, und folglich liegen die Strahlbüschel 
perspectiTisch. Wird ferner angenommen, die gegebe-* 
StrabUiüsdiel B, B« (Fig. 11.) seien in solche Xage 
versetzt, dafs irgend drei entsprechende Strahlenpaare, 
elvia a und ai, b und bi , c und c^, sich auf einer Ge- 
raden^ A aebneiden (Fig. lQ.)f ao würden, eben so wie 
▼orbin,. i wenn man sich um die Mittelpunkte B, Bi, 
aofser jkn g^ebenen Strahlbüscheln, noch andere den« 
ken woBle» welche die Gwade A snm perspeüiviscbeit 
Durchschnitt hätten, dieselben nicht von den gegebenen 
verschieden sein können, weil sie mit ihnen die ge- 
nanntenfdrei entsprechenden Strahl^paare gemein bitten, . 
folglich mfissen die gegebenen StrahlbQschel perspedl- 
visch liegen, und ^e Gerade A zum perspectivischen 
Dnrohschnitt b^jben. 

Demnach hat man nachstehende Sätze: 



„Zwei pro je ctivisc he Ge- 
rade A, A| befinden sich 
allemal in perspectivi- 
scher Lage, wenn entweder 
^ «) irgend zwei entspre^ 
chende Punkte in ihrem 
Dorchscnitte Tereinigt 
siad; pder ^) w'eua irgend 



„Zwei projeclivische 
Stralilbfischel B, B, befin- 
den sich allemal in per- 
spec tivischer Lage, wenn 
entweder a) irgend zwei 
entsprechende Strahlen 
aufeinander fallen, oder 
ß) wenn irgend drei ent- 
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drei Pro jectioantralilftB sp re teilende :Slralbl«tt|p«ar» 
in einem Pnakte t na am- sie Ii auf einer Gerades 
m en treffen." Und mngekehrt: aehneiden.** Und nmgekehrt: 
„Wenn von dienen xwei „Wenn tob dieseji swei 
UmstSnden (ce öder ^> der UmatAnden (a oder j9) de» 
eine oder der andere enC- eine oder der aftdere ent- 
schieden nicht statt findet, aebieden niebt atatt fin- 
so befinden sich die Gera- det, so befinden sich die 
den allemal in schiefer Strahlbtaebel allemifl in 
Lage." achiefcr Lage.'» 

Dennadi kObnen zwei projectimoke Gerade^ odir 

zwei projectivische Strablbüschel auf unzählig viele 
verschiedene Arten in perspectiviscbe Lage gebracht 
werden y indem ttian jede xwei entsprechende Punkte 

a und Ol, 6 und 6i, c und Ci, oder Strahlen a und an 

bundbi, c und Ciy> ..... vereinigen kann» 

Insbesondere ist hierüber folgendes za bemerken. 

L Für projectivisch ähnliche (oder gleiche) Ge- 
raden folgen aus dem obigen Satze nachstehende be- 
sondere SStze: 

„Zwei projectivisch Shnliche Gerade A,Aj 
liegen allemal perspectivisch, wenn irgend 
zwei entsprechende Punkte (anndOi» oderbnnd 
hu ... .9 oder <i and in ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte vereinigt sind, und zwar a) 
wenn zwei endlich entfernte entsppeehende 
Punkte vereinigt sind, wie z.B. emdei (Fig. 12.), 
80 sind die Projectionsstrablen a,b,c« ....sSmmt« 
lieh parallel, so da(s der Pro}eoftionspankt B- 
anendlich entfernt liegt; und b) wenn die an» 
endlich entfernten, einander entsprechenden 
(§. 13, I.) Punkte qi der Gerade« vereinigt 
sind^ d. h., wenn die Geraden parallel sind, 
dann treffen alle Projectionsstrahlen in einem 
ondlich entfernten Punkte B zusammen» der 
entweder zwiachen (Fig.6.X o4#r Jenseits (Fig. 13.) 
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der Geraden liegt (sind die Geraden gicicli, so 
liegt der Proiectionspiuikt B im ersten Falle in der 
Mitte zffischen ibneo/ (Fig. 6.), und m anderen Falle 
liegt er unendlich entfernt (Fig. 14.)).'' 
X Und femer folgt: 

„Findet sieb, dafs'bei zwei projeetivtschen 
" Geraden irgend drei Proiectionsstrahlen pa- 
raiiel sind, so schliefst iqan daraus, dafs die 
Geraden ahalick (oder gleich) sind/ uad dals 
sie perspectivisch liegen (§. 13, I, a.)." 

IL Fttr SlraUbitoeh^ folgt in^oudere: 

„Dafs zwei projectivisch gleiche Strahl- 
bQlchel B, Bi allemal perspectivisch liegen, 
wenn . irgend zwei entsprechend,e Strahlen 

(iöndai» bimdbi ) aafeioander fallen, u<id 

zwar dafs a) wenn sie gleichliegend sind (§. 

IL)» >e zwei eatsprechende Strahlen unter 
sich paraliel, mithin ihr perspectivischer 
Durchschnitt A unendlich euifcrnt ist; oder 
h) wenn sie ungleichliegend^sind, ihr perspeo- 
tivischer Durchschnitt A auf ihrem gemein- 
schaftliehen Strahle BB^ .rechtwinklig «teht 
«nd ihn hälftet (Fig. 5.)." 

Und fetnen 

„Findet sich, dafs bei zwei proj ectivischen 
Strahlbüscheln irgend drei Paar entsprechen- 
deStraUen parallel sind, so falgt daraus,. dafs 
die Strahlbüschel gleich, gleichliegend und 
perapectiviscb sind (§. II.)" 

l&i Ueber die perspedivische Lage zweier pro^ecti* 
vischer Geraden oder zweier projeclivi^her Slrahlbü- 
acshiel.iit noch folgendes zu bemerken. 

Du aieh zwei proJectiTiecbe (gerade A, Ai aUenial 
in p^spectivischei: l^ge befinden, sobald in ihrem 
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DurctechiiittiB irgcndl tin^ enfspredieMk pHdile Terei- 
uigt sind (§. 14.), so hat folglich der tod ihnen einge- 
icliloftaeoe Wink«! «uf .diese Eigmiacbafi keiaen lüm* 
tofe. HSU «MA die eineGmide) etira A (Fig. 7.), fest, 
Während man die andere A| uju ihren gemeinschaftli- 
chen Darcbschnitt (eC|) herumbewegf» §q ledoqb*^ ideli 
^ «SmKebeii* vtm* : eeti iOTch widep Punkte utd e, 
etets Tereiuigt bleiben , so werden also die Geraden 
keinen AMgenhIick «nfliilren .perepectiyiaeh w aein, el^ 
kin Shv Projeetiobnapimkl B wird Mßttkw «leiehslsitif 
mit Ai seinen Ort ändern^ und es entsteht daher die 
Frage» hi welckerLinie .fr sieb bewegen» W0»de? 

Venuöge der ParaUebtinUen r ist didie Frage 
leicht zu beantworten. Denn da dieselben stct^ den 
Geraden A| pdr«Uel bleiben» und dm ihrf Dnrch- 
acbnitte r, derVoranseetzung gemäf^ Ihre Abetlnde 
von dem Durchschnitte (ee,) der Geraden, nicht än- 
dern^ so dafs die Abedinitte ^iCi, re der Gröfsc nach 
^nTerSndcrUch. sind , 89- bleiben folglich auc$ ^e bei- 
dcn übrigen Seilen rB, qjB (ks Parallelogramms Br 
(eCi) <{i der Grdfse nach unveränderlich, und da end* 
lieh der Punkt t, afs in A liegend , fest bleibf» so* 
mufö sich folglich der Pro)ectionspunkt B in 
. def|enigen Kreislinie bewegen, welche rB xum 
Halbmesser und'r zum Mittelpunkt bat. 

Da zwei projectivische Sirahlbüschel B, B, in ei- 
ner Ebene sieh allemal in perspectivischer Lage befin- 
den , sobald irgend zwei entsprechende Strahlen änfbüi- 
ander fallen (§. 14.), so hat folglich der Absland (BBO 
ihrer Mittelpunkte von einander auf diese Eigenschaft 
keinen Einflufsl Hftlt man das eine StrahHHIschel, e^ 
wa B (Fig. 10.), fest, während man das andere Bi ihm 
näher oder ferner rücken Uf st, so jedoch, dafs ste|s 
die ttämUchen zwm entsprechenden Strabkn t^mA ei' ver- 
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einigt bleiben , so werden also die StrablbÜscbcl fort- 
Wfthrand p^rsptotirach seio, aUein ihr perspectivisdmr 
Dnrdisdiiiitt A «oft offenbar glelchteftig mit dem 
Strablbüscbel B| seinen Ort ändern, und es entsteht 
daher die Fra£;ey was das Eigen thümiiehe seinev 
Belreguiig sei? 

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrablen q, qi 
leielit M beantworteD. Denn da das Strablbüscbel Bg, 
der Vonmasefzimg gemifty.fich obae-Dr^hiiiig bewegt^ 
80 bewegt siirfi folglich Jeder Strahl desselben sich 
selbst parallel, folglich bleiben die entsprechenden 
StnUei» q> qi • stets parallel^ sie sitid folglich ieslSndig 
die Parallelstrablen, und folglich mufs sich auch der 
perspcctivische Darchschnitt A sich selbst 
parallel bewegen, ufimlich er mufa. stets dem Cestea 
Strahle q parallel sein. 

' Demnach hat mau nachstehende Stttze« 

„Wenn von zwei perspec» „Wenn von jwei perspec» 
tivischen Geraden A, die tivisclien Stralilbdschein 
eine fest bleibt, während B, Bi das eine fest bleibt, 
die andere sich um ihren wiihrend das andere eich 
gemeinschaftlichen Durch- so bewegt, dafs stets die^ 
ßchnil t dreht, ohne zu glei- seihen zwei entsprechen- 1 
ten,8o dafs stets dieselben denStrahlen Vereinigtblei- 
awei eptsprechendenPunk- ben, also ohne sich zu dre^ 
te vereinigt bleiben, so be- hen, so bewegt sich der 
wegt sich der Proj e ctions- p erspectivische Durch- 
punkt B in einer bestimm- schnitt A sich selbst pa- 
len Kreislinie, welche ei- rallel, und zwar durch die 
H e n der beiden Durch- ganze Ebene fort, d. h. c>|^ 
schnitte {((iX) der Parallel* gelangt nach und nach in di« 
strahlen, nämlich denjeni- Lage von jeder Geraden» 
gea der in der festen Gera- welche mit der anfSngli, 
den liegly xaia Hittelpaal^l eben Geraden A paraliel 
hat" ist," 

Es ist hiebei noch folgendes zu bemerken: 

L Bitogt iiiiui^ wohnend die Gm4e A inmieildii 
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fcft bleibt, die Gerade A, ik «itee Lage, hö 'dA 
nacheinander immer andere entsprecheode Punkte in 
.dem ' Datcbichnttte der Geraden vei^tgl wcvdeii> *Mi 
«ASit «MO andere ^Ortskfvise» aber alle diese -Ortii- 
kreise haben den Punkt r zum gemeibschafttichen Mit- 
telpunkt. • • 

lat >der ProiecfiesipQiikt * B in irgead einer be- 
stimmten Lage gegeben, so kann die Gerade Ai nur 
^ei ▼erechiedene Lagen haben (§. 6, U.), Yfie z. B. in 
(Fig. 16.)» wo Vi die zweite Lage Toratellt Die ent- 
sprechenden Pnnktciipaare e nod fi; f tind fi, die in 
beiden Fällen in dem Durchschnitte der Geraden ver- 
einigt werden, sind so, dab Vf rf ond (in Ai) ^iCt 
= qifi, weil nämlich B in der Mitte zwischen Ai nnd . 
äi liegt (§. 6, II). Daher folgt ferner: „Dafs jeder 
ao8 den! Mittelpunkt t beschriebene Kreis 
IBf als Ortskreis angenommen werden k5nne, 
und dafs für denselben zwei verschiedene ent- 
aprecheirfde Panktenpaare (eiuvdeiy eder fundfi) 
in dem Durchschnitte der Geraden »icb Terek: 
nigen lassen, und zwar sind diese Punkte je- 
desn'ai so» daCa die Dnrcbaclinitt6'(r, ^t) der 
Parallelstrahlen in der Mitt« swiscben den- 
ai^ben liegen.** 

' Nodi sind zwei entspfeehende Panktenpaare zu er- 
wähnen, die flieh vor allen übrigen auf eigenOfindicba 
Weise unterscheiden. Nach (§. 12, L) ist nämlich das 
Ri^teck unter den Abständen Irg^d zweier entspre- 
diender Ponkte von den Dnrchschtätten der, Parallel- 
^trahlen constant. Nun giebt es zwei solche Punkten- 
paare, bei welchen das genannte Rechteck ein Quadrat 
«wird. Dten nun denke aidi «n Qnadrat» dessen lor 
halt dem constanten Inhalte aller Rechtecke gleich ist, 
iHid dessen ^ite, auf derGei^den A» durch ieden der 
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nrtt AbsdAto f 0> >t dargiaHeUt aa^ so niQueq iiotb« 
wiidiger Weise «ach qj^i SeitaD desselbea 
draU» trndaUo rg = qiöis=sr^«= i^iö« Wer* 
ikn dl» Geraden . Ar. Ai «o gtltgty.daCi em dieeer 
Panktenpeinre o und di,^iiod|i «icji.iii ilumi Dt»di- 
scbDitte befinder, wenn z. B. die Punkte e und f t (Ei^ ^^ 
dm dieser. Pem «erUeten» «o i«| da» f^amMeociamiii 
Br(efi)<h*«*n0 Raute, tond der Slrahl e halfte^ 
Ton den Geraden eingescblofiseoeu Winkel Uud ^ucb 
umgekehrt. ' * - 

IL 9rioM maa, vfibrend der SlraUbfiscbel B fett 
bleibt y den Strablbüschel Bi so in andere Lage, dafs 
.HacbeiDauder iiumec andere eulspreebeude StraUea aMf 
daander MImi, so erhiUt der perspectiTiscbe Burcb-. 
schnitt A offenbar andere Richtung, und zwar wird er 
jede wOgiichc iUcbtuog in der Ebene erbalteu IlOoi^u. 
DeDBr vfisA der perspecttvische Durclisduiitt A In ir« 
gend einer, bestiiiiuiteu Lage angenommen, wie etwa in 
(Fig. 10.)» a% kaiiA dor Slrabl^ü8i:bei Bi, ^puteige (^6, 

auf Xfvei Tetschiedene^Artett so gelegt werde»» daf^ 
er mit ihm und mit dem festen Strahlbüschel B per- 
spectivisch ist, und aiyar werdep.das eio^ ])4ai.<iLfvai 
entsprechende Strahlet «e» e^« wie in der Figur». aii4 
das andere Mal irgend zwei andere entsprechende Strahn 
len, etwa f, fi, aufeinander fallen« . Stellt i&i die,z weite 
Lage des .MiUelpunktes. Bi .dar» so. steht A auf 4eni 
Abschnitte BiSJi rechtwinklig und hälftet ihn (§. 14, IL), 
daher liegt 93i ebenfalls in der Kreislinie tBBi^» 4ie 
tn xam Mittelpunkte hat» und daher werden die non 
den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch 
die Strahlen s und t htUftet; und eben so werden im 
airahibttsehel Bi die Ton den Strahlen et und fi eiur 
geschlossenen Winkel durch die Sirahlen Si und t| hälf- 
tet« Daher fplgt: »»Dais ;es für )ede gcg^benp 
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Richtung des perspectivlselien Darcfc»ehiiil^ 
le8:(A) zwei entsprechende Strahldupaar« (e 
«Sil ^1» oietimd ^) gicbfc, wovoft dia« «iiie o4mw 
ias andere aufeinander tallea kanD; nnd cw^r 
liegen diese Strahlen so, dafs die von ihnen 
eiiig«8ciil848aacii' Winkel ^ui^ch «Ii« Schenk«! 
(s, t, 8i, ti) der cnlepraakendeBr-reakleB .Wt»* 
kel gchälftet wer4en*"' . ' r : ' 

Aebnüdiermiae, iFiie rabiB (L>, mmi hißt mmh 
«ml entspreehende «StraUeDpaafa wa i^ttoeD:, i^Mm 
ein eigen thümiiehea Merkmal zukommt. Da nämliok 
Am Produkt ana den Tangente» der WiftkeV, ifileb^ 
irgend zvfei entctpredieDde Strakien ndt - dSe» nn^leiek* 
namigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel 
einachiieben, für alle Strablenpaare elneriei Werth hat. 
(§. 12, L), 80 wird, wenn die eine Tangente die Qua- 
dratwurzel aus diesem Werthe ist, noth wendiger Weise 
die andere Tangente ihr gleich sein, und alädämi wer« 
den auck die zugehörigen Wipkel einander gleich sein. 
Es sei z. B. (gt) (Fig. 17.) ein solcher Winkel, so 
wird er dem Winkel (gi8|) gleich aein, und wenn er 
attl der andeaan. &äM aii>tk'egt» d. h.r'weiin (ht) 
(gl), so ist auch (h^sO = (ht), mithin (gt) ^ (g^sO » 
^kt) (bi8i)* Dann ist- folglich: auch zugUick (ga) «i* 
(gl Ii)' ^ (k s) aa. (hl f i). Vermöge diaser Eigenschaft das 
entsprechenden Sirahlenpaare g und gi, h und hi folgte 
dafs wena die Strahlbüackel ßi ao gelegt werden^ 
dab die zwei StKaVIen aines dieaer iwel StraUenpaiira 
aufeinander fallen, so wird der perspectivische Durch- 
schnitt A »it den veveinigtei» Slaakle^i (also mit «BBi) 
parallel. Und anck umgekehrt. 

16. Bevor die Eigenschaften, die von der schiefen 
Lage projectiidaaker Geraden und pro|ectiyiBoker Stiaklk 
bf)8ckel kerrOkrcDy untersudit werden/ aaHen erst ba« 
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•dttder» FtR«^ wobei weder cht Meifanal^dhr per« 

specti vischen noch der schiefen La<:6 klar her- 
wrtrkl, h^truhiei werden, närnHch di^eui^Mi Fäll^ 
wo «wei pro^tiVisehe^ Gierade Mifenunder gelegt bbA 
wo die Mittelpunkte zweier projectivischer Strahlbüscbel 
^veceinigt werdeiL hie^ Fälle sind tod grofser Wiek- 
tigkeit» imd werden in- eine» späteren Hefte- (in vier- 
ten) einer Reihe der interessantesten Kcsullate tur 
Wundläge dienen. In dem yorhergeheudea (.§• 15.) 
kt der> gante Spielraum im Hiniiebt der perepectiTt« 
sehen Lage zweier Geraden und zweier Strahlbüschcl 
gezeigt worden, nur die genannten Grenafftlle sind d»- 
bei unberfiekeiefatigt fjdiliebep. 
Zunächst entsteht ^ie Frage: 

„Ob bei zwei beliebig „Ob bei zwei beUebig 
aufeinander gelegten pro- aufeinander gelegten pro- 
jectiviselien Geraden A,A, ject i vis ohcn Strah Iba- 
entsprechen de Punkte zu- sclielu Bj eiitspreciien- 
sam nienfallen , und wie- deStralileu zusammenfal- 
viel Paare xasaiuiBenfal- len, und wieviel Paare zu- 
len?** • eamiueo fallen?*' 

Es MbI sich «um Ynrana bebinipten» dafs weder 
bei den Geraden A|, noeh bei den StraUbOschebi 

B, Bi drei Paar entsprechende Elemente znsamnienfai* 
kn können, weil durch drei solche Paare alle Übrigen 
bestlnuBt sind (§. 11, ß,), und folglich die Gebilde nolli- 
wendiger Weise gleich sein niüfsten (§. 13, I, b.), so 
dab alsctonn je zwei entsprechende Elemente zusammen 
fielen. Also kiVnnen im Allgemeinen nicht mehr als 
zwei Paar culsprecbende Elemente zusammen fallen. 
Diese Behauptung besUltigt sich auf folgende Weise, 
wenn Inan von der perspeotivisclien Lage der Gebilde 
ausgeht, und sie in die hier zu untersuchenden Grenz- 
fÜU übeifeben l6(st. 
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I, Wird die Gerade Ai (Fig. 16.), uDter den oben 
angegdbiedeii ^SedingaogeD (§. 15. )> so lange um dea 
BorthMbaill (et 0 bewegt, bis sie eof die feste Gerade A 
felU, welches, wie man Fieht, auf zwei Arten geschehen 
kenn» entweder so, dak tiU auf tf, oder dafs c^Ii auf 
et fMitf^otmden an&er 4en sdioii vMiiiigten enti^re* 
chenden Punkten e, ti, in jedem Falle nur ein einzi- 
ges Paar entsprechende Punkte zusammen fallen, und 
swar; wenii ( «id 1 die Funkte sindi in 'welchen der 
Ortskreis von B die Gerade A schneidet, so werden 
im ersten Falle nttr die entsprechenden Punkte f,f| und 
fan «ideivn Falle not 'die. eht^iprecheiiden Punkte I, Ii 
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwei 
Strahlen k,' 1 mit den Geraden A, Ai ein gleicbschenk- 
Kges Dreieck; dessen gleiche Seiten in diesen Geraden 
liegen, bilden kann. Der Projectionspiinkt B fällt also 
das eine Mai mit t und f ^ , und das andere Mal mit 
{ und Ii xusaaunen. Daher folgt: 

„Dafs, wenn %wei projectivische Gerade 
Af Ai auf einander liegen, und wenn zwei Paar 
cfntepfeehende« Punkte (e nnd Ci, ( und fi, oder 
lund fi) vereinigt sind, so sind sie als perspec- 
^ tiviscb anzusehen, und zwar ist das einePiink- 
ten|^aar (welches man w^) als Durchschnitt der 
Geraden un<l das ändert als Projeetionspunkt 
(B) anzusehen.** 

Wird andererseits das Strahlbüschel B|, unter den 
oben angegebenen Bedingungen (§. 15.), so lange be- 
wegt, bis sein Mittelpunkt mit deui Mittelpunkte des 
festen Strahlbtlschels B sich yereiuigt, so werden, aus* 
OST den schon anftaglich vereinigten entsprechenden 
Strahlen e, ej, nur ein einziges Paar entsprechende 
Strahle aufeinander fallen, nämlich, wie leicht su se- 
hen, nur die Paralielstrahien q, qi, und xwar Tcrei- 
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nigC iMi c^Wdizflitlg iiidi fkr perspaelMMbr Dtarcb- 

öcliaitt A mit diesem Strableapaare. Daher folgt: 

(»Dafsy wenn die Mittelp unLle zweier . pro- 

}eetiaclieii SlraUbfltcMt Si >rereliil|^l«8iii4 

und wenn zwei Paar enlsprechende Strahlen 
(e und ei.f q un4 qO aufeiaaodex liegen» so nkai 
eie als perapecllTia5A^>:aftiso»ebe% uadh^irtfV'Ul 
daf eine $trahlenpaar (gleichviel welclies), aU 
der |^ejr«peqUy.iaiiihe; OiOjeJiaalukiU (A) zu be» 
fira^bten." . 

H. Um die vorgelegte Aofgabe Mck ilireai faezüi 
Umfauge zu lösen, nia^ folgende Betrachtung .di#iieilb 
^ aUe Unatttnile Uaf vor Angett tleUu 

Bei Kwei projeetiviaclien GeradlBn A, Ar findet ui 
Hinsicht der Aufeinanderfolge ihrer ..entsprechenden 
Punkte folgende Beziehang- statt« 

Befinden sich die Geradenni perspectitiscber Lage, 
wie etwa in (Fig. 16.), und man löUi in der Yorstelt 
lupg einen Projecti^nsstcabl aiab um den Piioiections* 
pnnkt B bewegen, z.B. fängt man nnt'tder Inge yeü jh 
an und bewegt ihn liuk.siiexum9 so dafs> es nachein- 
luider |n ^ie Lage Ttn fc, q» 1» g« r/f » h gehngty. «o,sieh( 
man, dafa Von deni zugehj)ngeB enispreehendeif Penbt 
ten ^, fyi der eine, in derjl|jraden A, sich von \) über f 
blnans nach dem nnendUclr:ent(ernten Punklenq.bewegb 
von da aüf dei: entgegengesetzten Seüe 'über* f^ 
bis r rückt, und vqii da über f endlich nach f) zu- 
rückkehrt — wtthrend der undere, in der Gei;sden A«, 
sisb von über ft bis ^ bewegt, von da Qber .tt»^« 
Ci. hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte ii for^- 
cliekt« und von da auf der entgegsDgesetzten Seite über ^ 
fi endUcb nacb ^, zurfiokkehrt. Sowohl dar eine als 
der andere Punkt bewegt sich demnach stets nach der 
jl^UchiVa BiiAtlang. bin;<.wllfd0 sich der erstere.nacb 
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der ungtkdirtett Ri^ibuig beulen, so würde der ao^ 
dere tio Gleichet iImul 

• Worden mm die Geraden beliebig aufeinander ge- 
legt t 80 .ktonea dabei nur folgende zwei wesentlick 
yersdiiedeoe FAlle statt fi^deo, ntelidi die Genidea 
sind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der entsprechen* 
den Punkte, oder in Hinsicht der Aichtungen» nach 
weldidi nck» wie' man eben gesehen hat| die Ponkle 

bewegen, entweder: 

' a} ^gleichliegend.» d. h., ihre entsprechenden Punkte 
folgen efnalider nach einerlei Richlnng hin, sodab» 
wenn ein Punkt in der Geraden A sich von rechts 

• ' nach links bewegt, dann sein entsprechender in 

der Geraden Ai sich dienfalls von rechts nach 
links bewegt, wie z. B. in (Fig. 19.), oder:. 

• b) angleichliegend, d. h., ihre entsprechenden 

Punkte folgen einander nach entgegengeseteteii 
Richtungen hin, so dafs, wenn ein Punkt in A 
sich Ton rechts nach links bewegt, dann sein ent^^ 
sprechender m Ai sich Ton Unkn nach redits be* 
wegt, wie z. B. in (Fig. 18.). 
Da die Geraden durch die Punkte r, <)i (Durch« 
schnitte der Parallelstrahien (§• 9, I.}), deren entspre- 
chende ri, q unen^di entferni^ sind, jede in zwei un- 
endliche T heile gelheilt wird, w elche einander paarweise 
entsprechen» nimUoh sowohl die Tbetle r^(«.r...q nsid 

qifif)i ....ri, als t^t <) nnd qifid,.....ri entspre« 

eben einander und enthalten entsprechende Punkte, so 
daHl jedem Punkt im einen Theile ein Punkt im ande- 
ren Theile entspricht, so ist klar, dafs Im Falle (b) 
längs der Strecke rqi keine entsprechende Punkte zu- 
saaimentreffen können, weil, wenn die mit qt Terei- 
nigten Pmikte etwa rtj, m heifsen, offenbar die' dm 
Punkten von t bis m entsprechenden Punkte jenseits mt 
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lieeeOy und eben so die den Punkten von Ci bis itt 
eiit]q|>reGhe&deii Punkte slmmüicb fenseUt • ti liegen. 
Daher können nnr in den Strecken von r bis n und 
von qi bis nii entsprechende Punkte zusammen fallen, 
fiab im der Tiiel in jeder dieser Strecken aUenti ein, 
und nur ein Paar entsprechende Punkte sieb treffen, 
ist leicht zu sehen, denn während z. R, ein Punkt in 

A vM r über t binan% bis ine Unendiidie fort- 

rückt, kommt sein entsprechender in At von da her 

über f)x, fi nach qi, so dafs nolh wendiger Weise 

Mde Punkte irgend wo; etwa hi (f fi)» rieh begegnen 

* 

mtlssen, Oder dasselbe ist auch eine leichte Folge des 
obigen Ausdruckes (§. 12, I. ß.), wonach das Rechteck 
unter den Abständen zweier entsprechender Punkte 
Ton den Punkten r, <\i einen beständigen Inhalt hat. 
Denn bestimmt man in beiden Strecken zwei Punkte, 
etwa tf tt so, daCs die j^chtedLe re.<|ir und tt.qxt 
den genannten eonstanten Inhalt haben, wekhes aHe- 
mall aber nur auf eine Art, möglich ist, so sind noth- 
weodiger Weise t und ( diejenigen beiden Pn^kte^ 
welehe allein aidi mit ihren, entsprechende ti und fi 
▼eveinigen«. 

• Im andercnFalle (a) sieht man, daCs weder in dem 

TbcfUe tt)t q noch in dem Thefle qifi^i.... ri ent> 

spreehende Punkte sich yereinigen können, weil eben 
diese zwei Theile entsprediend sind und entsprechende 
Punkte «dthalten« Dagegen sind r m und qi ni Ab- 
schnitte entsprechender Theile, so dafs also, von r bis 
l|i möglicher Weise entsprechende Punkte sieh treffen 
können. Diese Möglichkett hSAgt davon ab, ob die 
Strecke tqi so getheilt werden kann, dafs das Recht« 
eck unter den Abschnitten einen bestimmten gegdmen 
Inhalt habe, nSmIidi wemi t und 9i, ^ und |i die ih* 
nen oben (§• !•) beigelegte Eigenschaft habeui 
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nach rg =» (Jt9i = <|ifti, so ist der genannte In- 

halt « rd^ » ^ 01^ w. Weün demnach die Strecke 
grOÜBer ist ab r^ + ^iti» oder, r^-i-\|i^i9 so frei» 
fen allemal zwei Paar entsprechende Punkte zusani- 
meUy vrie Yorhin; ist die Strecke r<)i gerade gleich rg 
^ittf oder gleich + so treifen nur ein 
Paar entsprechende Punkte zusammen, und zwar ent- 
nveder die entsprechenden Punkte 9 und gg, oder ^ 
ond ^t; und wenn endlieh , die Sireake ri|i kleiner ist 
als rg ^if,, oder 2rö, welches z, B. in (Fig. 18.) 
der Fall ist, so ist gar kein Zusammentreffen von ent« 
sprechoDden Punkten möglich« Also kann» wenn die 
Gerade A fest bleibt, die Gerade A, um eine Strecke von 
4rd' hin und her ^ bewegt werden, ohne dafs entspre- 
chende Punkte zusamaentfeireny nUmlich die Grenzen 
dieses Spielraums gestatten, dafs sie sich nach links 
bewegen darf, his $ und g,, und nach rechts bis t) und 
xusanunentreffen; in )eder dieser Gremen trifft ein 
einziges Paar entsprechende Punkte zusammen, nSuH 
lieh die eben genannten; werden aber diese Grenzen 
überschritten 9 so treifen immer zwei Paar zusammen. 

Anderenseits findet man bei zwei projectivisdien 
Strahlbüscheln B, Bi durch eine ähnliche Betrachtung 
fanz entsprechende Resnltate. Werden die Strahlbil- 
aehel eoncentrisch gelegt, so können in Hinsicht der 
Aufeinanderfolge der entsprechenden Strahlen folgende 
swel wesentlich versehiedene £ille statt finfleni Man» 
lieh die Slrahlbflsdiel sind ^weder: 
a) gleichliegend, d. b., ihre entsprechenden Strah- 
len folgen einander nach einerlei Ordnung» so. 
daib, wenn man einen Strahl h des StrahlbüschelB 
B sich rechtsherum bewegen läfst (vom Mittel« 
punkt B aus betrachtet), danä sein entsprechender 



« 
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lit im SCfaUbüscfael Bi sieb ebcmlalls^ reohte- 
heram bewegt (§j13, IL), wie z. io (Fig. 20.); 
oder: » • 

QD^leicbUegend, d.b.) ihre ^entsprecbenden Strah- 
len folgen in «Dg^leicher oder T«rkefarter Ord- 
DUDg aufeinander, so dafs, wenn Strahlen in ei- 
nen Strablbüechel rechtsherum sich folgen, dauo 
-ihre entsprechenden im anderen Slrehlhilaelwl linka- 
herum nach einander folgen, wie z. B. in (Fig. 
21-)-). 

Vermflge der entsprechenden rechten Winkel (st), 

(Sjti) (§.9, II.), und durch Hülfe der obigen Ausdrücke 
^ (§• 12, y, S.) und mit Rücksicht auf die besondere Ei- 
genschaft der Strahlen gi, h, hi (§. 15^ IL), kann 
man, auf ähnliche Art, wie vorhin, bei den Geraden 
A, Ai, auch für die gegeDwärtigen Fälle finden, dafs 
im F^Ue (a) entweder 1) zwei, oder 2) ein, odor 
3) gar kein Paar entsprechende Strahlen aufeinander 
. fallen, und daOs dagegen im Falle (ß) allemal zwei 
Paar entsprechende Strahlen anfeinandar fallen. Oder 
diese Resultate können auch aus den vorigen, wie folgt, 
hergeleitet werden. Schneidet man die concentriscbeii 
AraUfallschel (Fig. 2a) oder (Fig. 21.) mit irgend ein^ 
Geraden, so kann man diese als zwei vereinigte Ge- 
, rade (AAi) ansehen, wovon jede eins der beiden Strahl- 
bttschel achneidet, und die also, in Ansehoi^ der 
Punktenpaare, in welchen sie von entsprechenden Strah- 
len geschnitten werden, zufolge des Satzes (§• 11, Iii.), 

'pro* 



♦) Befindea sich die Strahlbuschel in pcrspectivischer Lage, 
M lind sfe gleichliegend, 4>der ungleichliegcud, je nach- 
ton ihre Mittelpunkte auf einerlei (Fig. 17.), oder auf entge- 
gengesetzten (Fig. 5.) Seiten des penpectiviachea Durchscluiifc- 
tes A liflgaiy mid aadi umgekehrt ^ 
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prc^edi^sdi sind» iwd «war fa« die Lage der Geraden 

und der Strablbüschel allemal übereinstimmend, d.h., 
die Geraden (AAi) sind bei (Fig. 20.) gleichlieg^iLd 
und bei (Fig. 21.) uiigleichliegeBd» iimd da nun» 
wenn in den Geraden entsprediende Punkte zusammen- 
treffen, nothwendiger Weise auch die zugebdrigen 
Strahlen der Strablbüschel aufeinander fallen» und auch 
umgekehrt*, eo folgen' abo daraofly wie gesagt , die ge- 
nannten Resultate. 

Abo folgen ans dieser BeCrachtuQg waaimneng^: 
nonmien nadhstehende SStze: 

„Werden 2wei projectivi- „Wenn 2wei projectivi- 
•che Gerade A, Aj beliebl|; sehe Strablbäschel B, 
anfeiiiander gelegt, so Ter^ beliebig conceatriacb ge- < 
einigen sich im Allgemei- legt werden, to fallen im 
nen zweiPaar entsprechen- AUgenreinen sweiPaarent- 
dePunkte, nHmlich: a) Wenn sprechende Strahlen aiil^ 
die Geraden gleicbliegend eiii«nder, nUmlich: a}Wenn 
sind, 80 gieht et ein^n bo» «Stralbüschel gleichlie- 
atimmtan Spielraum inn4r>i gvn4' sind, so gieht «■ eir 
halb welchem keine ent^ nen bestimmten Spielraum,^ 
eprechende Pankte sieb innei^halh welchem' keine 
treffen, an beidenOrenien entsprechende Strahle-i| 
dieiesRnumes vereinigt sich sich treffea»jinbeidenGren- 
nnr ein Paar (g und g| oder len diesee Raumes yerei- 
and aber diMe Grenzen algt aich nur ein Paar (g 
hinans vereinigen sich alle- und g^ , oder h nnd b«), und 
mal zweiPaar entspreehen- ftber diese Grenxen hinaai 
de Pankte; nnd b) wenn die vereinigen aieb allemal . 
Geraden angleichliegend swei Paar entsprechende , 
eind, so treffen aTlcmal Strahlen; und b) wenn die 
zwei Paar entBpjtetmnde Sirahlbaschel nngleichlle- 
Pnnkle aasammeW' gen!d sind, so fallen alle- 

mal zweiPaar entspreehen- 
de Strahlen, anfelnander*" 

III. Für ähnliche oder gleiche projectivische Ge- 
rade, .pnd für gleiche prO|6c(iviBcbe. Straldbüspbel wer* 
den cBe toratehendenSfttae (II.) i|i«b^ondere ine folgt 

beschränkt. » . . 
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• ^ „Werden zwei (»rojeetiviffclf Ülmlichc Ge- 
^ r«4e A, Ai beliebig aufeinaniler gelegt, gleich- 
li^f «nd^ oitf UDgleitbliegend» sö Tereinlgeji 
8icb allemal iwei Paär entsprechende Pnnkte, 
wo.von das eine Paar namentlich die unend-* 
lieh enlf ernten Ponkle »ind (§.ia^l»a.V 

„Werden projecti« „Werden zwei projecli- 

Tiscb gleicbeGeradegleicb- visch gleiche Strahlbü- 
liegend aufeinander gelegt^ schel B, gleichliegend 
80 treffen »ich entweder concentrisch gelegt, so fal- 
nur einPaar entsprechende len entweder gar Leine ent- 
Pnnkle, nämlich die unend- sprechende Strahlen auf- 
lieb entfernten, oder es einander, oder es fallen je 
treffen sich je zwei ent- zwei entsprechende Strab- 
f precbende Punkte." len aufeinander.'* 

„Wifefiiea projeeli« JW eri^h iwei projeeti* 

TUeh gleiebe Gerade «fA Tiach gleiebi SlrablbH- 
glelebliegend aafeiaaadbtfa iahe! «ngleicbliegeBd a«€- 
gelegt, ae triiffcA aicb^Hlib^ •inaader gelegt, aa fallen 
< mal a#ei Paar eiita|arss ailenal swei Paar entapre- 
^ekettde Pvokte« wo^e« daa eheade Strablaa aofeiaaa- 
eliie Paar aaaieaUick die der« alailich di« Sekeakal 
anenilick eatferaleaPaab^ awale'r aatapi^ eekeader 
te sind IX h raeklea Wiakel (§. 13, II.).'* 

IV. Aus den obigen Sätzen (If.) folgert luan leicht 
den nachstehenden Satz: 

,,Wenn swei pro}ectivitche. Gebilde A, B, 
d. h. eine Gerade und ein eb euer Strnhlbüschel, 
sich in schiefer Lage befinden (Fig. 2.), so tref- 
fett im Allgemeinen xwei Paar entsprechen d« 
Elemente zusammen, d.h., so gehen zweiStrah- 
len des Strählbüschels durch die ihnen ent- 
«jireebend^ti Punkte der Gereden; nfimlich 
tirenn dieGebilde ungleichliegend sind, so fin- 
det dieses allemal statt; wenn sie dagegen 
gleichliegend sind, so treffen entweder l)ilwel^ 
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•der 2) eU» od«r gar kei». PMr e&l» 
ipn^^hende Elenent« cnsammeB." 

17. An die vorhin gefundenen Resultate (§. 16.) 
•cMirfiwt» sich jMthstebende Aaiigabeii aa» für wdelie 

01116 

ist» da in der Folge verschiedene andere Au%abeii tiA - 
anf dumllMti »burilakbriogtti liMon« 

,,Bei zwei anfeinander „B ei zwei concentriscfaen 
liegenden proje ctiTischen pro je ctivischen Strahlbä» 
Geraden A, A| die verei« schein B, B, die vereinig- 
nigten entsprechenden ten entsprechenden Strah* 
Pnnkte stt finden.*' ' len zu finden.** ' 

Auflösung. I. Die bisher entwickelten £igeii7 
acliaften geb«i zur ;M>6aQg der Au%abea foigeoda Mit- 
tel an die Rand. 

a) Damit die projactiviscl^e Beziehung der Gera« 
den A» Ai beatimiiii leif mtlaaea wfnig^eos drei ent« 
afNredieacle PunUeBiNiare gegeben sein (§. 10, ß,}. Es 
seien etwa a, b, c und ai, bit (Fig. 22.) gegebei^ 
Jdaa^uche suvi^rderst die Diirchscbnitte r» <|t der Pa^ 
rsUebtralileiiy nnd zwar dadareh, dals wmu die Gem* 
den perspectiTisch legt, nämlich sie so legt, da£s s^e 
einander scimeideo, nnd dab.eios der drei entsprechen- 
den Panktenpaare, etwa c und Ci, In ihrem Burcb- 
schnitte vereinigt sind; d. h., man zieht durch c eine 
beliebige dritte Gerade A\ niaimt dann» anÜByer dem 
mit ( yermnlgten Pmdble c*, die Punkte a^, 6^ so, dab 
0*c* =* ttiCi, 6*c* = 6iCi, a*b* = Oi6i, und zieht fer- 
ner die Strahlen aaS die sich in Bbegegnen^ und 
.dttidi diesen Punkt B zidit man ^dÜch die Paralld- ' 
strahlen r, q, so ist r dereine, und wenn <|iais<)^a% 
und zwar gleichliegend, genommen wird, so ist 4» der 
andere gesuchte Punkt Sidd die Punkte r, 4i 
den, 80 ist zur Lösung der Au^i^e.^ur noch nOthig^ 

5» 
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m den iveiftiiiigteB Geraden (AAt) swel Poiikte' e/t «EU 
finden, fOr wddM die Reditecke et.^t und (v.f^i- 

gegebenen Inhalt baben, nSmIich mit dem gegebenen 
Rechteck ar^aiq^ gleichen Inhalt haben,' welches eine 
bekannte «le^ienlar Aufgabe iat-? denn aUdanä* etod t 
diejenigen Punkte, die sich mit ihren entsprechenden 
fiy fi vereinigen. Knr hat man in Hinsicht der Lage der 
Punkte ( ansfierdem die oben (§. 16, II.) ansdnaiH 
dergesetzten Umstände genau zu berücksichtigen. 

b) Auf ganz ähnliche Weise kann man bei den 
'Strahlbilscheln B, Bj verfahren. Nämlich durch Hfilfe 
eines StrahlbOschels b^, welches Bi gleich ist und mit 
B perspectivisch liegt, sucht man zuerst die entsprc- 
denden rechten Winkel (st)', (si*tt)/n. s. w. Oder 
man kann diese Aufgabe auf die erste (a) bringen, und 
xwar dadurch, dafs man die vereinigten Strahlbüschel 
(BBi) durch irgend eine Gerade schneidet, ' und diese 
als zwei vereinigte Gerade (AAi) betrachtet, eben so, 
wie schon vorhin (§. 16, IL) geschehen ist. 

IL Eine andere, viel einfachere Auflösung, deren 
Richtigkeit )eioA ^ spiter (§. 46, III.) bewiesen wird, 
ist folgende: ^ 

a) Man ziehe irgend eine Kreislinie axB (Fig.23.X 
tmd ziehe aus einem beliebigen Punkte B del*sdben 
durch die drei in den vereinigten Geraden (AAi) ge- 
gebenen Punktenpaare 6, ( und ai,5i,Ci die Geraden 

Ba, B6, , wehäie die Kreislinie zum zweiten Male 

in den Punkten a, ß, y und «j, ßi^y^ schneiden, ver- 
binde von diesen Punkten das eine Paar gleichnamige, 
etwa a, cti, wechselseitig mit den beiden anderen Paa- 
ren, nSmlich so; min*ziehe die Geraden aßy^ a^ßy die 
sich in ß%f und die Geraden ayiy a^y, die sich in y<2 
schneiden; < ziehe- sofort die Gerade ßtTtt welche die 
EirelBlinie in "den ^Punkten i, x schnddet, und dorch 



Digitized by Google 



17. Lage d, Gebilde u. daraus folgende Satze. ' 69 

diese Punkte ziehe man endlich aus B die Geraden 
Bc, hXf SO' t«erdeQ diese der Geraden <AAi> in den 
%eBt»dtium'' vtteMf^ Ponktenpaaren e 

iiBfd Ci, f Md fi begegnen. Sind die Geraden A, A, 
^leicUiegendy 80 ^ird die Gerade fi^yt Kreis ent- 
W(ler^l)'e«lffteiden, oder tt) berfibred, oder 
si«Ü ttktthn, jei natthdein 1) zwei, oder 2) ein, 
«oder 3) gar kein Paar enlq^reckende Punkte zutam« 
meniMfii« (§.<M<)g s «* ' '} '' 'ü : ^ . 
• ' 'ftobMil bbbiiif0Kd*eifrtKTCi» (oder ttM^aniit eü 
Kegelschnitt), der mit den anfeinander gelegten Gpri^ 
'd«B'<A^A^ fm^ iüket'Wbm^ Hegt, (egdben »so kann 
njAs' Alll|;abe''^Mitebl' des Lineals alldin gelM weil 
den. Diese Auflösung wurde hier nicht nur deshalb 
mitßetheiUy weil sie an und Cttr sich sehr bemerkens« 
wertb U{, sondern weil sie in der Fol^e noch bei vie^ 
Jen anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar so, 
dafs man dadurch zu Aufll>8ungen gelangt , die vor den 
bisb^ .bekannten igtoUea Vfinnig verdienen. ' 

b} Auch die andere Aufgabe kann auf ganz ent- 
sprechende Weise gelöst werden, d. h., statt eines 
Punktes 1^ in der Kreislinie wird irgend eine Tangente 
an derselben angenonunen n. s. w. Das Ausführlichere 
dieser Auflösung wird hier fibergangen. Uebrigens ist 
es «iniacber die AH%abe eben so, wie vorbin (L), auf 
die erste zu bringen unid naek vorstdiender Yorsdirilt 
(a) zu lösen. Oder wenn der Hülfskreis nicht in be- 
slinunter Lage gegeben ist» sondern wisnn es. gestattet 
Ist, Ikn beliebig zu ziehen, so lann man ihn so zie- 
hen, dafs er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
der Strahlbüschel gebt, wie. etvfa, woin jiji dem vorer« 
wShnten Punkte B beide BlitteipiUkte Jh vereiniget 
wSren, so würde man alsdann mittelst der entsprechen- 
den Strahlen a, b,Gund ai,bt9'Ct, d^e vereinigten ent- 
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•firecheideti Strahlen tfntid^t, k nnd kt» «hrfofc das ror 
lage VerfahitQ (a) ki^nneo finden, wici leicht zu sehca, 

idii«lesLii^ tweitr projectiviaclMr GetaMn A, A| usdl 
xweier projectivischer Sirahlbüschel B, B| statt hahei^ 
MmUck tiM G€MtB, wülckem lwi deii.Gmkiflii. fU^.Pff»- 
leotf^itninMen mmi M dMi..8lrahIM8cliali>di« 
flchnkle 4er eott^rediendioik Stühlen... untervi^arreo ßind» 
kdnnen hier noch nicht in ihrem gioma/Uptaiige, 
ihrsiiht Mkn; M.fldMrf«Mi Thiil 
ILapitel Torbehaken. . . • • > ' 

Jbti^ dül ocb mf i!tringegangeai»fSälz|^ m^i AoC- 
||lA«n bringen laasen, au%es(elU. ner4$o. 

„Wenn zwei projeclivi- „Wenn zwei projectivi- 
8che Gerade A, A, sich in sehe Strahlbüscbel B, B, 
8cLiefer Lage b«fiuden, so Bich in schiefer Lage be- 
gehen durch irgend einen finden, so liegen auf irgend 
Punkt JJ im Allgemeinen einer Geraden A im Allge- 
und höchstens nur zwei uieinen und höchstens nur 
Proj ectiongstr'ahlen; und zwei Durchschnitte e n t- 
«Iso kdnnen tfocli nur hoch- sprechender Strahlen; al* 
Btens iwei nnd zwei Pro- so können auch nur höch- 
jectionsfllrälilen parallel stens zwei Paat entspre- 
tieiiu**' • ohendte Strahlen pavallel 

' j ... «ein," 

Dehn denkt man sieh um den Denn ^enkt iban sich zwei Ge- 
genannten Punkt B zwei Stralil- rade A, A^, die in der genann- 

büschel B, B, , die mit den ge- ten Geraden A aufeinander lie- 
gebeneu Geraden perspectivisch gen, und die mit den gegebenen 
sind, so mässen dieselben unter Strahibuscheln perspectivisch sind, 
sich projectisch sein (§. II.)« so müssen dieselben unter sich 
und ihre zwei Paar vereinigte projectivisch sein (§. 11.^, und 
entsprechende Strahlen (§. 16, IL) ihre zwei Paar vereinigte ent- 
müssen offenbar die zwfei ge- sprechende Punkte (§. 16, II.), 
nannten Projectionsstrahle« der mitesen offenbar Durchschnitte 
Genidtn A, A| jc^n. entsprechender Slrahlep derStrahl- 

büschelB.Bi «ein. 
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Werden nun die Aufgalitp gea^lU: 

zvvei ÄchicfU^gen- „Bei «wel. eclileniegeu- 

dtMi proiÄCliviBchen G« ra- den proj .>cliv i8chenStr«hl- 

dea A, A, die (zwei) Pro- böscheln B. diejenigen 

leclionstralileü zu finden. Durchschnitte enispre- 

J|Ä^^j,^cJk{l^«end eiiiep ge- rhender Strahlen zu fin- 

cebenen Pan^i B £e4ieAr . den, die in einer gegebe- 

• . • Geradeu A liegen/* 

so ist zufolge des vorsteheoden Satsi»,U*r» 

iiw* (6..;»70 .Wcht w law» • 

IVtelcbeo SiHeIi»w% .WBi» die (üendep A, 
Mb«Q «iud, der Piittkt p'liat, 4a»» enl?»^ »w*^ 
9d(^«io, odisr fe»r keia ProjecÜousglrahl durcb im- 
»dben «cht; ui>4 wdiAfli Sfidiwu^ yiem die Sl»U- 
l>(tech«^ B, B. gegeben sind, die Gerade A bM., davit 
dMed^r *vei. «def »^««^ 6^'' kein Durclischpitt 
^ enUpredieiM»«« i5^#»> "«S'. w?'«'» 
schon erwähnt, durcb weUer» £^icLffl«P|e9 ^ 4«»t- 

ieii Kapilel klar hervorlrelen. 

Dweh ^« ^«W folgende Betrachtung wird gezeigt 

i^etim , m» }m uMm h»^ 4«r i»eid«ii Pw 
GeJjMde A und A„ B und B,v imdt ein «Ar eWfc- 
«hes Verfahren, näJuUch uiillelÄ des Lineals allein, 
schief projieiit werde« k»», d- K beliebe cul- 
sprechende Elemente gefunden werdeo lOeam. 

• . • . - 

Sitse nnd PirUmcn, die aii. Zutummciislelluiig der 

' i9. Nachdem die Eigeaschaflen und die Fuiid»- 
BientaUStze über projecUvische ^Gerade und StraWbü- 
schel aufgefunden sind, ^Mte es wohl für V^e vUn- 
^ achenswerlh sein, an einigen Beispielen zu sehen, vie 
sehr umf^vend diese Säl*e «ind^ d. h., wie sie die ei- 
gentliche Grundlage ^ielcif änderen S»lM sind, die vn- 
.«;ii«iKar Aiiü ihnen hervorgehen, wie durch «ie fiandie 
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anscheiueDd schweb An^jAi^ Mcfat^'w Idienf iiBd^ 

und vrie Endlich durch sie besonders die eigentliche 
Bedeutimg TerftcUedener Porismea ^yerfitändi^cli. hetr 
▼orlrUf. V s I . . ; » 

Zu diesem Endzweck sollen zur Erleichtwung fol- 
gende Erklärungen festgestellt werden. ' 

Seit Carnot inerst auf die VollBttodigkeit oder 
auf dins Umfas^cfnde der Figuren aufmerksam gemacht, 
braucht man häufig den Ausdruck „vollständiges 
VIerek' (qmadrUaUrv ewnphi^. Man hat aller da- 
hki swei ifi^B8ehtliclif''Tei^ehiedene Figuren gar nicht 
Von einander unterschieden» was doch bei genauer und 
i^Ibtändiger Betraditung ^orcbitts' nicht auffter Acht 
ge[a88en 'werden darf ünd kann. ' NSmKch ^man hat ge* 
Hau zu unterscheiden a) „vollständiges Yierseit** 
und b) '„vollfltlindigeB Viereck^ und zwar iuiia> 
scheiden äe^'rfdi'wiefcilgiti ' - ' 

«ToUstiiidigesi y ierseit'' »Vp^Ptiltt dlges Viereck»'* 
^UBeiije4eTier€eradeA,ä,C,D bdlkcm j^' ^ Piulkie 

24.) kOMimaeiigefiakt^ di^ (Fig. tamnaMogcfiifttV ' dfo 
■f^ J)wi4ifebii(tle,i| 1^4 f» f nech^GcrMeOp wddie ihllÄ ^ 
4«r Selten keilsfii Ecken PnoUe beBUmiiitwcrdeB^ heibcn 
' MÜbea; ei k«l a)M» 4r«l P««r em^ ' Settea dc«seII|eBS es hat alw drei 
toder g^en&ber Hegende Ecken» Paar cfaiandA'gegeldlffr IfegMid» 
niadieh anndf* lind(S «md.^ Setoi,naarfieb H'lnadOi «Cnnd 
and aomlt kat es drei IKag^na- Ib» ab und t<, und eomlt drei 
len af» (brond endlich nra- Dnrcfasdbnitte e» f» % gegenftber 
cf drei einfach eTierseit, liegender Selten; nnd cndfich 
aimUck Abf^A) acfba, ieebb. ilmfalst es ixA einfache Yier- 

. ecbe, pMicii ab^bi« icbbo» 

Ein einfaches Viereck ist auch zugleich ein 
einfaches Yieraeity^aQ daCs also derselben Figur 
^er eine oder der andere toq diesen zwei Namen bei- 
gelegt werden kann. Dasselbe gilt vom einfachen Fünf* 
eck und Fünfseit» u.8.w, Ein vaiist^ndiges FUnf- 
eck aber, so wie ein voÜstindiges Fttnfseit lie*N 
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ttOA aus 12 mfachea Fllnfeckeii oder Fttnfs^h^^tt^^ 
4iild ' söifTb^r *dasr i^tltMnilt^ Söchtetk» als Sechs- 

'aeit besteht y wie ich schon bei eiiier anderen Gelegen- 
käi (jimmleß de inathem. tW. XVlU.) ;aBgegeli 



^en. Nämlich, wenn maü die obif^en Erklärungen wei- 
ter aüldlehnt;' Üo tauten afo' im AUgemcÜieB» onä iM^tb 
Cai^nöf 'xbm 4hiffl ac&oii angegeben hat, wie folgt. 



Im» |ede b Gerade in eiaer ISiea 'jede nlfniilEte In einer Elieiip 

nezuManneDSefalst; die mmunmi* ngejafgt: die Ge* 

Jhnrcksfh^tte der Seit^ (Gecii^^f 9%n, dif ^^pli^^e^j^enCFin^. 
den) heiiseiil^^keBdcateliwii;^« te) gestimmt werdea» ht^/bt^ 

bestellt .ans >>^'^* 4;V.l*(n.l) S ei teVi desselben; eslbcgtekt iniB 
• Ä *..» . s«'? iv^.a»4.'...(n-l) . <i 1 i 

.ffai&<^B, Saiten, «der 41 7^71:.. 
l^ckeik'* Ecken oder p Seiten*^ 



Bn*^ 



einfächea n Edi* entsteht nffmUch, wenn man 
11 Punkte, nach irgend einer Ordnung genommen, in 
-einem "Zngö duMdi n midigea Abaätneil :veiiiiBderv «o je- 
dneli^ data «an bei jedem^ Piaikle einnial 6iWt, tand 
zuletEt wieder in den Anfangspunkt zurückkehrt. Da- 
Aabh li^rd änan aich leieht von; der Ricbügkeü^^der in 
den Tolstebiend^n'ErkttkingenangegdieaenZihfen tiber- 
zeugen können (s. §. 25^ Note.) * . ;^ r 

^äO. Cs aei a/ b, a^, b/ (t^ig. 26.) ein belieUgea 
vollständiges Vierseit, dessen drei Diagonalen 3193, abi, 
a|6 (§. 19.) aidi in 2)^ S achneiddn. llla^ denke 
aich zu, den drei Strahlen a, b, c dien Reiften ^ deiü c 
zugeordneten y harmonischen Strahl d, und eben so zu 
den drei Strahlen ai, hu Ci den» dem Ci zugeordnete 
▼ierten harmonttchen Strahl d'i, ao mOsaen, zufolge frü- 
herer Sätze, beide Strahlen d und d^ die Gerade a6|C 
in demjenigen Ponkte S> achneiden, der za den drei 
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■ 

barmoBisobe P^ll]^ .i^^ .ndy^lbw ^ mfiß^m bf^i;» I 
Strahlen d, di durch deQjeoigen Punkt S^iitr Ger^dea | 
jOi^g gl^heo» der zu den drei Ponkten o^, b, € der 
yi^rUs, Wd *|t«p im^ wis^jfäof^ hifppQ^vJ^ Puokl , 
ist; da aber beide Strahlen d f di^r nwr ma^n einzige» ! 
Puuikt gemein haben^ kOnne^» so.iputiB diieser zu- 
gleich der ]>ui«h8di^ , 4er. Mdeii ; i^rad^ 
Ol 6S sein, und folglich schneiden die Diagonalen ein- 
ander Ibo, daCs die zwei Durcbschniljte S)s C und 
in l>iagonalen afti iind<i^(f.zu d^n zugehörigen 
Ecken a, und «i, i zugeordnete liWmoiuscKeIßnnkte 
wnd. Auf gleidie >Veise Y(rfgt, d^fs auch € zu den 
'jEcken Sl^ Sb zngeor^ete «fiai^ionisc^e P^le sbd; 
oder dieses folgt auch darau8, dab Terniöge ^er liar- 
mouischen Strahlen a, d,b, c die Punkte 01,^1, bi,9}, 
und Termöge dieser die Strahlen S>a,» D% 
mi 'rermöge dieser ßPdlMi dteJPunkte V iMur- 

lüouißoh sind. j ' ' 

. . Da idie liier Ptnnkte AfKiki.ii «fo beliiE^«..7ollr 
ständiges Viereck darstellen, Jessen gegeaOber Vil^ß^ 
den S«*elipaare sich in fU, 9S, D schneiden, und wo 
diese DherttbMteitie Jonsb M ^jüraUen c («kdf«r d), :d,4 
verbunden sind« eo ist dnrch die Yorsteiiende Betreefc- 
tung auch zugleich dargethan, dafs bei eipem solchen 
^Yi^ßok die Strahlen, welqbe die parchsGboi|te Hier ge- 
genüber liegenden Seitefi Terbindep, xu den. letzteren 
zugeor|||3ete hariiionische Strahlen sind, daCs nämlich 
dip Strahlen d» c z|i ^den Seit<»i % h (oder ^aai» bbi), die 
Strahlen c^, di za den Seiten ai, bj, und die Strahlen 
d, di zu den Seilea abt, Aib zugeordnete harmonische 

Aus dieser Betraditung lUMshftelieiide Reihe 
von jSj^tzett und Aufgabeo. • . 



« 
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20. Satzev.Porisroeoi 4diisZttsainiBflMtd«Geb.MgM*^ 75 

leik «Iwsdcr-tchBeideiii'Sii gegeaflb«r 4ie|^4«a.i^vl« 
4ea z«f eli5rig«t»'Eeke« I«» tcAptsre- ▼«rblttdes^ 
l^eti r d n e %-% " ]i«vnoftiM!lM fa» IcftsUi^ia cvf ««rdMid 
PttftkU." • ' li«rü«ai«€li4M^aU«ii.V > 

Der Sfttt links rnmit ^moAMA .4mA Gfemo« 

allg^mei&er bclcahnt, ungeaditet man dcncrelbe^ 8choi| 

II. „Zu drei g;egebeiicn II. .,Za drei gegebenen 
Panicteii den vierten har- Strahlen den vierten bar- 
l^onisclien Panltt zv, Xin« «ooisclien Strahlen fin- 
den, jedocli nur ii|itUUt den, jedoch nur mitt^^t 
des Lineals allein.*^ " des LineaU^allein." 

Siod e^-a A, ( , , € gegeben tttid Sind etwa a , b , c gegeben und* 
«um- will 4e»a d(Nai€ zug^ordne- ni4lfr^iU'4fiBt deM'« mgeedbci 
tfifr« leerten bariMHuafh^ J^nkt ien, viei^ bmuxBischen Slfn^ 
^ flnden, so ziehe man durch d finden, so nehme man in c ir- 
irgend eine Gerade 21^, nehme gend einen Punkt 53 , ziehe dureb 
darin zwei wUlkülu'liche Buikte diesen vnlliiiUirlich zwei Gerade 
% % , vei^inde diese mit dien zwei a , ^ a , , die den Strahlen a« b 
* iibagen gegebenen Punkten dardi 'Videii Punkten A, a|,-(,6, b«- 
Gerade 9(4, , ^ SS^t^ «^ie gegnen, yei^binde diese ddrcb die 
sich in ttf , b schneiden, so md Geraden ab^, Ba,, die sieb m 
die« Gerade 6 durcb dea^ g^ dem Punkte ^ schneiden, ee 
«aehten Jhukt fO geben. wird die Gerade KJO 'ikar veis 

' i -langle StnLi .eein. • 

Die Au%abe liuks wurde zuerst von De Lahire 
(Socti<»e«oiiicae.l68&^ «u^ dicse nimlkfaeArl gektot. 

III, „Wenn drei Gerade III. „Wenn drei Punk^ 
and ein Pnnkt gegeben und eine Gerade gegeben 
sind, 80 soll, mittelst des sind, so soll mittelst den ' 
Lineals allein, dorcb den Lineals allein, in der Ge* 
* Pnttkt eine Gerade sp gege- raden ein Punlc^t gefnndea 
gen werden, dafs er uikI wer-den, dafs ej« und die 
die dreiDor4;hschniUe, wel- drei Geraden, welche 'er 
ebe sie mit 4ei|. drei G«1M- mit den drei Punkten be- 
- den mapbt, vier beitVHMii- stimmt, vier harmoniscbe 
•ebe Punkte eiad.** . Streblen eind.'* 
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V 8iiill.el«Hi' «1,1»!,^ md ^ ge< Sina* etwa 0» £>i 0$ ^ b ge- 
ijbW p. so xielie mafa z. B. ^ geben, so ziehe« mnit«. die 
Gctade S$ oder d:| , rache za Gerade Ü sncbe zu den drei 
den 'drei Strahlen m^-^ b| , d, den Ponkteii A , , ^ den vkrtcn, dem 
werten« dem d| zugeordneten, $5 zngoordneten , harmonischen 
burmomschen Strahl c, (II )» der Punkt t (II.)« ziehe die Cende 
der drittel Geraden b in S( be> b^, so wird diese der gelben 
gcgnet, 80 wird die Gerade Gendca b in einem Punkte % 
§miAnS%ihe genOgen, d« h., die begegMU« weichte der Aufgabe 
ÜBf, Punkte ^D, t«, ^ «ind pnugt, so dafs a, d, b, c, harr 
MnMNiisch. Zwei andere Ge- monisch sind. Zwei andere foiil^* 
rede, welche'^ ebenfalle dte Anf- te, die aucb der Au%abe gel 
gäbe genügen^ ^mßti vaa -jUif nQgen, ^ndet meq, enf dudiebe 
|b|P^4e. ^^eise. > r 

Wird 9( ieils f^rojectionspimkt der Geraden b| 
aDgesebeiit so dafs a, b,b,c...... hnd , Di, 6|, Ca*..,, 

ißiitspredieDde Panktei smd, und ifkd €S) als perspcc- 
üvischer Durchschnitt der Strahlbüschel fH, fb angenoiu- 

Bien, so dafs a, d, b, c, und ai, di, bg» Ci, eni«- 

sprecbende Strahlen sind» 8o folßt ferner: * 

IV. „Üafs wenn man bei IV. „Dafs wenn man bei 
2wei perspectirischen Ge- zwei per sp e ctiVisch en 
r.aden i b^ je zwei ent- Strahlbfischeln je z wei 
sfirechende Punktenpaare entsprechende Strahlen- 
wechselseitig (a, 4i mitfcjl»,, paare sich wechselseitig 
Oller mit b, b,, u. 8. w.) durch schneiden läfst ^a, a, mit b. 
Gerade (ab, und btt,, ab,, b,, oder mit d, d,, u.s. w.), und 
und ba,,...) verbindet, so lie- dieD urchschn Itt e (O, und b, 
gen d^e Durchschnitte JD, e und b,...) durch Gerade 
SJ,,'... aller dieser Paar 0,6, cb,... verbindet, so ge- 
Geraden in einer bestimm- hen diese alle durch eiuen 
len Geraden d,, die näm- bestimmten Punkt (f, der 
lieh zu den pcrspectivi- nSmlich zu den Mittelpunk- 
Bchen Geraden a,, b, und ten 21,^ d er Strah Ibüschel 
zu dem durch ihren Durch- nnd zu demjenigen Punkte 
schnitt 55 gehenden Pro- in welchem ihr gemein- 
jectionsslrahie c oder c, schaftlicher Strahl (c c,) 
der vierte, dem c, zuge- vom p e r s p e c t i v i s c h e n 
ordneteyharmoiiiecheStrahl Durchschitte <DC getroffen 
ig4,'r . • ; . wird, der vierte, dem ^ zu 

.. .. geordnete, barmoniache 

Puaktiat,*» ^ 
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' - ':tB«r Satx Hakt' iit (mit landmn -Wortflil aiisge- 

sprochcn) allgemein bekannt. Es ist leicht zu sehen, 
wie vermöge dieser Sftlze die folgendeo Ai%aben: 

' 'T. „Ihirch* eine» gegeBe- 'V. „In einer gegebenen 
nett Pnnlt fb eine Gerade Q^ereden .)D € dcnjenigcB 
^i^t m lieken, welc)^ P.ankt C^a. finden, welcMr 
darcb ien DarcbtehniU 9 mit swel gegebenen Pnnt 
iwelVr gegebenen Geraden fea 4, Iii einer Ger'eden 
«1 f>r g«h^ Felle die- Hegt, int .Falle '4ieee -Gb- 
•er Dartebscknitt ansogSng- rede njk^h.p gezogen werden - 
lieltist.*' ktna." 

woTon die eine, links» ebenfalls allgemeia bekannt iHt, 
, mittelst des Lineals allein zu lösen sind. 

Weiter unten wird man finden, - daCs die Sätze 
(IV.) Dbr besondere FfiUe von aBgemeineren Sätzen 
sind, die nSmlicli statt finden, wenn die projectiTischen 
Gebilde ai,bi und sich in schiefer Lage befinden. 

Es liefsen sich hier noch eine Menge Folgerungen 
ziehen, die namentlidi das Dreieck, die Theorie der * 
Transversaleu, u. s. w. betreffen, bei denen ich wich 
aber nicht aufhalten kann. 

21. Sind drei Gerade A, A,, (Fig. 27.) unter ■ 
einander projectivisch, nämlich in Ansehung der Punkte 

41, 6, c, ; Ol, iu Ci» ; ^tf 6i, Ct,..;^.> nnd liegen 

sie so, dafs sie einander in einem Punkte schneiden, 
^ und dafs in demselben drei entsprechende Punkte e, 
Ci, fa vereiniget sind, un^ daüs mithin je zwei Gerade 
perspedivisch liegen, so mtissen nothwendiger Weise 
die drei Projectionspuuktc B,B|, in einer Geraden 
liegen. Denn sind B, Bt die Projectionspunkte der 
Geraden A nnd Ai, A nnd A,, so ist die Gerade BB| 
ein Projcctionsstrahl sowohl von A und A^, als von 
" A und Aa, so dafs also der Punkt in welchem sie 
A begegnet, den Punkten bi, b„ in welchen sie A^ A, 
schneidet, ^tspricht, und dafs sie folglich auch ^ein 
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Projectionsstrahl tod A| und Au istj^ Uu4 durch ihren 
ProfactHNispiiiikl B| geht » 

Wird miigaleiirt angencMumen did Sfi^UiMlscbel 
B» Bi» B, seien unler einander projectivisch, und Ue- 
%e^ BOf dafs drei enlspredieBde StraUea d, di^- d« tap- 
elitigt sind, daft milhiii je K#ei Strahlirtlsdiel 
tivisch liegen y so fol^t auf ähnliche Weise, wie vorhin, 
.dab die drei. parspecUWficheaDtti»b«du|jUii Af A|, Ag 
leimmder fai anen Fonkte (tfifs) treffea« Abo hat maa 
folgende Satze: 

I. '^,Sind dxe! Gerade A, I. ^Sind drei StraLlbiU 
'A|, Ag vnt'er einander pro» a^iiel , B2 unter ein» 
jectlriaeh nnd liegem aie- ander proleetiriech and 
lae, dafs aie sich in einem liegen sie s<>, dafs 4rei «nl> 
Pnnicte setneiden, nnd dafs sprechende Strahlen ani^ 
}n demsdlhen drei enispre- einander fallen, also Ihre 
ehende Pnakte vereiniget, Mltt^lpnnkte In ainer G'e- 
nndmilhlnije iwei Gerade reden liegen, nnd mithin 
persyectirisch sind, so 11^ je iwei Strahlbfischel per« 
gen die drei Projecüons- spectiyisch sind, so tref- 
pnnkte B, B,, Bg In einer fen sich die drei perSpee- 
Geraden.^ ti^isehen Dnrehsehniite A, 

A,, in einem Pnnht.*' 

Aus diesen Sätzen folgen onmitteUiar na^tehende 
bekannte Sstze: 

IL „Treffen die drei Ge- II. ,.Liegen die dreiPunb 
reden A,A|, Ag« welche Jic tcB,B, , B^, in welchen die * 
^eken irgend zweier Drei« Seiten irgend zweier Drei- 
ecke lia«As, hk,hgi in he- aeke aft«a2, H| Ig* in he« ^ 
Btimmter Ordnnng gen'am- stimmte r Ordnnag paar- 
men., pAarweUe verhinden, weise genommen« sich 
In einem Punkte snsammen, schneiden, in einer Gcra- 
so liegen die drei Pnntcte den, so treffen die dreiGe* 
B,B|, Bgfjn welchen die reden A,A, «A«, welche die 
gegentiher liegenden Sei- gegenüber liegend^nEckea, 
ten, .in gleicher Ordnung in gleicher Ordnung paar- 
paarweise genommei|, eln^ weise genommen, verbin- 
ander schneiden^ ia einer den, allemal in einem 
Goradam" . pena ma^ kann Paakta sasanMnea.'* .Dm 
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21. &tum ^.t^iliikwBMtf 79 

•olleiiiBliiMli«9|,4er#cic^ JIImM B« tdl B« mUm Jß 
lUWMgeii PunUe «, |, e vid.«|, Ansebmiil 'd<r gt^fciadiiM ; 
l,, e» ittd «g, (t, e, projecti- te«1llei( «, 11,4 und itib|,J« iknd 
fiidi;«^ S. M| fii. > pt^eelivkcli mAI 

£• folgt ferner: ^ . 

Iii« ^B«%t«gctt tich die III. nDrebltii «Ich die Sel- 
Eckeneine» TftrSlia.c^li^kje» le» «i»e« reviadtuliekeK 
Drelecics ft^t a. in drei fe- Dceiecke Ag um drei 
eten Geraden A>A|,Ag, die feile Pankte B,Bf» Bg, die 
' dnrcli einen Pnnl^t t gehen, In einer Gerad'en d' liegen, 
nnd drelien tieb iWeiSei« and bewegen eleli ewei 
len deseelb^v« etwa a^t« Beben deeaelben, e4ira 
M,, am fette Pankte B, B,, in festen Geraden A,A,, so 
•o geht »deb die dritte bewegt sieb ancb die drit> 
Seite iittg beallndig dnreb te Bebe in einer dritten 
einen dritten festen Pnnkt fetten Geraden Ag, die tieb 
Bs, der mit jenen beiden in mit jenen l^didenjn einem 
einer C[erAden liegt.'* Pnnkte schneidet.*' 

Bei den obigen Sttlzen (I.) itt der besondere Fidl , 
möglich, daft eioerteils (links) die drei Protections* 
punkle By Bi, B2, und cindererscits die drei perspectiv 
Yisciien DurdischniUe At» A« xuaaiymen fallen; 
MS leitet daher auf nacbslebende Aufgaben* V 

IV. „Drei gegebene Gera* IV.„Drei gegebene StrahL 
,de A, A|t •^8« die unter ein- bfischei B, B|, Bg, die nn- \ 
ander projectiviscli sind, ter einander projectivisch 
ao in perspeetivisclie Lage sind, so in pertpectivische 
au bringen, dafs aie sich I>age tn bringen, dafs ihre 
in einem Punkte e sebneip .Mittelpunkte in einer Ge- 
den und einen gemein- reden liegen, und dafs sie. 
tebartliclien Projectiont- einen gemeinschaftlichen 
pnnki B heben.** perspectiTlschen Dnreh 

tcbni.tt A haben." - 

Die Auflösungen dieser AufgabcQ sollen den 
• Liebhabern vorläufig, zor Uebung überlassen bleiben: 
sie lassen sidi leicht auf frühere Sätze gründen (§. 15.); 
spater sollen sie mitgetheilt werden. Ich will hier nur 
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m^ben, dafs ifie imto «Angabe (finks), la» AUgonei« 
nen unendlioh Tiefe AuilOsiittgeii mMit/ Wobei sidi. 
* yerschiedene drei cntsprccheDde Punkte der Geraden 
in .deren gemeioachaftlichem Durchschnitte ▼ereinigea 
lassen. Giebt es auch ' enf8]yrediende PoidLte, bei de- 
ren Vereinigung keine Auflösung statt findet? and wel- 
dien . Spiebrauw haben sie? Was findet insbesondere 
statt, wenn die Geraden ihnüch sind? Die andere . . 
Aufgabe dagegen läfst im Allgemeineu der Hauptsache 
nach nur zurei Auflösungen zu. 

^ SSL Durch Wiederimlung oder Zusammensetzung 
eines obigen Sntzes (§. 21.) gelangt man unmittelbar zu • 
einem berühmten Porisma, welches Pappus, in der 
Vorrede zum VIL Buch der CoUectiones Matbematieae^ 
ndttheilt, und welches, wegen seines Scheins Ton All« 
gemeinheit, leicht für schwerer und umfassender ge- 
halten wird, als es in der Tliat ist, nämlich zu dem 
folgenden Porisma; ' 

1. „Wenn in einer Ebene n beliebig gezo- 
gene geradeLinien einander irgend wie durch- 
schneiden, und man halt die n— 1 Durch« 
Schnittspunkte fest, die einer von ihnen, gleich 
viel weicher, angehören, während man alle 
übrigen beziehlich um diese Punkte bewegt; 
und während n— 2 von ihren gegenseitigen 
' Durchschnitten, wovon keine drei denselben 
drei Geraden, keine vier denselben vier Ge- 
raden, u. s, w. angehören, gezwungen sind auf 
einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, aU 
Leitlinien genommen, zu bleiben: ao werden 
alle übrigen Durchschnitte der bewegten Ge- 
raden, deren Anzahl eine Triangularzahl ist, 
einzeln andere Gerade beachreiben, die mit 

Jenen 

I 

I 
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'{mm *L«i1liniM suglnieli der'Lv|;6' meIl gege- 
ben sein werden."* ' * / ' ' 
. *. b. «jeiiereT..Zeit bat.&obert Simipn »lefft die- 
sen Sata bewiesen. Blittebt.der oben festgesetitm Er- 
. klärungen (§. 19.) kann der vorstehende Satz, nebst 
»eeinwn . eolipiecbendeo Setse wie folgt ausgespvocbeii 
werdMk • " • 

• ••«***. . • ' • , , 

*n. Jle wegen »icliiieEcIreii ' II. JOrebea sfob die Set- 
elne» «-erilndlerlielien'vell- iew einee Teile tlndigen 
etindigen n Eeire in nie« TerlnderlicKen'n Seite »m 
eiev Gert den« die dnreh n feelePnnk^e, die in einer 
•ine^Pnnktgchen^-naddre- Geraden liegen, und bewe- 
ben eie|i Selten dei- gen eicb n — 1 Ecken dei- 

eelben, die irgend einem selben» die irgend einem 
einSenbennEvk engöbSr^n, ej^afaebea n Eck angebSren» 
aus weleben das rollstUn- ane denen das TellstSndiije 
dige bestebi»' um eben so'^estebt, in eben ee vielen 
^'Me feste Pnnkte: so dre- festen . Ger adenf v%o bewe* 
b«n eleb anek die tbrigen gen eieb i^nek die ftbrigep 

Seiten, an Zabl Ecken, an Zabl äjl^PL^) 

nm anflere feste Pnnkte^ die In anderen festen- Gers den,, 
nlso iiit |«n«n festenPnnb* die alee mit |enSn festepi 

t^n uigUfcb gegeben sind." Gferaden sngleic(li gegeben 

• sind.** 

, • • » • 

In der Tliat sind diese zwei Sfitze, wie sehon ep- 

wttbnt worden, nichts anderes als eine zusammenhän^ 
fonde Wied^olnng der obigen einfachen Sllne (§.21, 1.). 
Oderrnodh Mcbter kOnnm sie aus folgenden SMcen, 
deren Richtigkeit von selbst erhellet, zusaniinengeselit 
weiden« Nfimlich; 

■ 

III. „Wenn bei drei Ger^- III. „Wenn von dreiStrahl- 
den A, , A^, die einan- büsclieln B, , B29 deren 
der in einemPunkte Acbnei> Miitel pnnkte in einer Ge-' 
den, zwfi mit^er dritten raden liegen^ sive^ mit dem 
projectivieeh sind und mit ^ritten prejectiviscb sinci, 
ihr perspeetiviaeb liegen, und mit ibm perspectirieeb 
se sind sie encb unter sieb liegen» so sind sie aatb 
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^•{•«ayUch a ii4 i liege». «Bier ^itk pf^eei\mUch 
perspectiTieeh«*' imd liegen perfpectUljtclu» 

Bflüiis folgt» durch ZtUaminieDsetsang; mmilteUMur: 

IV. „Da Ts wenn von n Ce- IV. „Dafs wenn von ■ 
raden A, A|,A«,... A„.,, die Slrahlbüscheln B,B,,B2,... 
durch einen nnd denselben B^.!« derenMittelpankle in 
Ponkt gehen, der Reihe einer Geraden liegen, d^ • 
nach jede mit der darauf Reihe nach jedes mit Aem 
* fotgendeii projectirisch darauf folgenden projecti- 
ist, und mtt ihr pertpeeti- Tisch ist, und mit ihm per- 
-Tteek lieg^i dann alle un- sprctivisch liegt,, dann al- 
ier einattder projectivisch le unter einaader projeeti- 
sind, und perspectiTiscli visck sind, mmä <perspeeti> 
liegen.'* Tisck liegenb^ 

• * 

In diesen Sitzen sind die obigen (Iii) entiwllw. l 

.Denn wenn z. B., nach dem Salze (H, links), die Ecken 
einet ▼iüUtöndigen Vierecks a, et» Ot, 0« (Fig, 2&) sicli 
in den festen Geraden Ai, A«, A« bewegen, wib- 
reiid sich etwa die drei Seiten adi, didt, 02(13 des 
.einfachen ViereGlui aOi a^ÜB a um die drei fesl^PunlUe 
B, Bi, drehen, so sind offenbar A ond-Ai, Aiund 
Ai, A, und A3 in Ansehung der Punkte nundtti, 
nnd ati Oi und as pro)ec(iviscb, und liegen perspecli- 
irlMb, nSmÜeh B, B|, B% sind ilire. Profectioasponlile; 
daher sind, zufolge vorstehenden Satzes, auch A und 
Ai» Af und Ai, A und A«, in Aosebuug der Punkte , 
n VBäd a«,*ei nnd es, e und e«, pro)eclivisGh nnd lie- ! 
gen perspectivisch, so dafs folglich auch die drei übri- ' 
gen Seiten aa«, OiC^j^ 003 <)es vollständigen Vierecks 
sich nm feste Punkte B4, B», B« drehen, nämlich na 
die . Pro}ectionspunkte der lettgenannten Paar Geraden. 
Ueberdies folgt auch noch (§. 21, I.), dafs von den 
aecfas Punkten B, Bi, B,, B«, B4, B. viermal drei in 
einer Geraden liegen, dafs sie also die Ecken eines 
voUstäodigfßn Vierseits sind« 
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.Wenn «oderenaitf B^. fBe Saitipi^fi ^f^^ 
digen Vim^itB a, 8,^ 3«, a, (Fig. 29«) fich um feste 
Pimkte.jB, B|, B,, B, drehen, die in eiii|e^^ G^dea 

litten, -r^%«"^ d^ei. Eck^ i^n^f^H 

de|Ef V^icj^ecks aaiO^asa iv d<^ drei festen , p^^raden 
AiK bewegen, so sipd offeiibar die S(rahlbi|^qh^ 

entspreqbendeii Strahl^ a i^D^ a^ ai^qi^d a^, ai und a« 
projectivisch und liegen pjerspectivisch,. nämlich At, 
^j9}i^d ihre perspectivischen Durcbschiiilf e ; d«iber 8iQd 
audi' di^ Strabtbüscbd ß wd, 9«/ b| und B«^.S.nnd 
Bs, in Ansehung der Strahlen a und a«? und 83, a 
und 33, projectivisch und liegen pcrspectivisc)i,,j^Y^y^j^ 
daÜB fokUcb auch die .drei übrigen Jacken ai, a», JU 

• < I f ''.Ii , 1,», 

<lcs volistSndigen Vierseijs sich in bf^stimmten ' festen 
Geraden A4, A», A3 bewegen, nUinlich in^den ^rspei> 
tivischen I>nrchschiptti(n 4^r letztg'mi^^ 
achelpaare. Ueberdies folgt no^ (§. 21, I.), daCi die 

6 Geraden A, Ai, A5 die 6 Seiten dnes ToIUtän- 

digen Vierecks «, y, Ö sind. . ^ , ' * • - / 
Gans eben so, wie hei.diesi?!^ .B^lpielei^» lassen 
sich die Sätze bei jeder anderen Figur nachweisen, 
yerschiedene besondere Fälle der obigen .^ätZf (O: 
vOder. IV.)— die einerseits (links) dadaich .epjilptelien» fäßSß 
▼on den festen Geraden einige auf einander fallen, oder 
dafs die festen Punkte in einer Geraden liegen, und 
daCs. Aese durch den gemeoischi^dien Quifc^h^dmitt 
der festen Geraden geht, n« w.; und andrerseits^ 
durch, dafs die festen Punkte theilweise y(^reiniget werdei)^ 
oder dafs die festen Geraden dorcb eipenPpnl^l Ipheo^ 
mid dab dieser mit den festen Ani)(ten in einer* IS^ra^ 
den liegt, u. s. w. — werden hier ilbergsy^gen. ; Uebri^ 
{ens sipd die obigen. ;Säta(e aeibst nnr bao|i4fr«;j?l)|^ 
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V6n ^%täiHM^ 1^^^^^ in 
itii zv^ei rillchstfölgenden Käpil^Irt bewiesen ' werden. 
' äS; gfetoiirfen sich drei Gerade A, A,', AjL(fig.30.), 

fliid li^sen )c zwei derselben jicrspäcfivjsch/sö Äats also 
iä'Y^rfätl TiurcKschnille^ i^^^ Punkte ver- 

iin *iltetf Pütikte, sö sii^rf lÄ jedem der drei Strahiert 

fialfö^ inüsstn ihre gegenseitigen DurchschniKe B, B^, fii 
tfe WoVeiiiroii'^pü^^^^ A ii^ A/, A 

undÄ,, X/tindÄ, sfetli.^ -Dä^WÄnliblife I^Ü^ WäH 
^äDy statt von den Geraden A, Ä,, A,, von den StraH- 
mt^äk % Bi ausg^lf ; 'atich das Um^ketirfe sich ^ 
dkrthiiii läfifi^Äl^lÄ nÄdMJ«Aj9ttite^ : . 

eines Dreieck» e^Ii J}}^; Dreiecks BB^jp^^ ]lie 
ler einander proieciiTi^cn' Ktttelptinkte projejcUVi- 
8ind,ünd 4Wm^^*%m\'^r^''Ali^* SiraMMscIrel'siad, 
»pectivlack licgci, «•lelnA wk^ii je! ifml^efip^irtfli 
ihre. Proj«^ptio,i\spttnj^te ▼■»cli H^gerf, .^c bil^^.a 
B. , Ba, die ^'clcen eines sn- tp pcrspectivisckenDur^li- 
deren j edm'iAMifeÄrie. WÄtie A, ^ Vit'Drel- 
k'eken Dreieck«.^* *' ' • •«<ßknifci^v.«r'eltelils' |e*'eid 
I,.. . ,< f, • einge.^T^hrleJieii ist?. • - 

Sind a, ai/d, irgedä 'ai'el ^ül^ri^isVted'e iHinl^te; 
86 ißt di§ l)tei^fck aöifla dem Dreiecke j^breiseit) Ä', 
k^l'X; ein'keäch^iebeii uÜ^d tugleich diek 'Br^löckö 
^!$,B, üttiläitfd^tert^ iter pro! 

jeifi^8chen Bcziehun'g der drei Geraden A, A|, A, oder 
air di-ci StriÄMfidiel B, Bi, ^», dreimal drei entspre- 
^gn^dSmittt e, e,. e.; f, fu t^i U t«, U oder Sinili- 
Utt c, C|, Ca; k, kj, K»; 1, Ii, k» wiUkührlich ange- 
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nommen werden käoj^,^s^ f^eii ffv^cr .tfi|nw|tßU{ar 
liaciiMelieQde Sätze« ' • - 9 

^Wfip ela^m lfeliebigeiiDrefe,A Ai, 
Ai irgend ein zweites^ QBiB, umschrieben ist, 
%o -gielit es • unzliM'i^ Yieie andejre Dreiecke 
üü^a^f {hfhibt, (CtC9,/.f.:3, ▼an denen jcfdes den 
«lösten dffige9ehrieben und zugieich.dem Zwei- 
ten umMii riebe a Ut*^^<NiUiilich: ' * w 

•* ' , 7 pi» " i:ii ' r", - •» ' • , 

^ ^^BescKf&ibt lE^fn irgefid, ',,',Be8c1ireibt man irgend 
ein Dreieck (iü^ha^ kesseln ein Dreieck Aatttsf dessen 
Eekea, In bestimmter Ord^ Seiten, in bestimmterCMt- 

nung' 'gen«w|i«nv in den nnag g«Mmm<^, durch die 

-MW M»*!«? .V'lh *«<F«« »weiten Drej- 

ecl^s liese^, und von deV ejsks gehen, tond yon dea* 
^ehSeiiA*BW'ei'idarch zwei sen Ecken swei in swili 

iftcken ^es zweiten gehen^ Seiten des ersten iie^ge^, 
so geht allemal auch die so liegt allemal aach die 
dritteSeite desselben durch dritte Ecke desselben in 

-iit ii44Ul&eiii^ flei iwei^> der driUea ßeiie.4«n er- 

« 

' Oder mit anderen Worten; • • : 

„Ist einem Dreieck A, ' ^st einem Dreieel BB^B, 
ein sweitesBB^Bs um- ein s weitete A|A| , eing^ 
mlkslebee find*' Besregeii bcbrieben, nnd 4/f(beii sick 

;fffelK;4if%.>?fsU^ «iW d'iij *l« Reiten ^ne^ 
J^eu Dre'iecjcs Ädia^ Ia den. Dreiecksaata2 an dteEekea 
^Seiten des eriften, Wnijrenfl' des eckten, tvi&rend W^i 
Swei leiten, |a 4ie|timm{^r Kerken, hi.bestimiftter Ord- 
Ordimiig gei)Of(^|nen»,./|iel||t nung gepom^^p, sich in 

Sm^v^l^^ckpp dfssfreiten zwei Seiten des. zweiten 
rehen, so'areni sieh a'neh bewegen, sW ^'e#^gt sich 
'di-e'^ariti'^ Seite desselben eneli Alts dvltleifieke dee- - 

iwm Ate ;.|d^4Ue Eeke des .selben in. der jLfj^ftejpL Sj^Ue 
xw.^iten,;» . ..des zweiten." \ " 

i«i»di^/vW.^n%T<|n^en Ecki>n III. „Wenn Ton denSeiten 

eines Sechsecks B 0, eines Sechse,eks B^ Ba« eta« 

C^B|^ zweimal drei, die B| zweimal drei', die nicht 

«ieh'i •S'nfeinander folgS'n^ smlsinander folgeB| ^mifih 

oiii».iiÜKi i«rr«Afn Us|e|^ c^ien PtHHl^^ fi^.^ntiSlfl.f ^ 
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86 Voö proj; Öendai C^^ -fiCn^ b i EM»e. 14. 



Bt U ««I «toi B«Bg,«« lie- B, darek (,nBÄ(l^»^.lrefCt» 
gen, ^jmh^ dl.e drei Dmrelir sich avck die dfei Gerade« 
•ekaiite 1,1, der einen- B|f, Bf, i« '««'deVell Ale ge- 
defr gegediber *ileg^Bde«t gettlbeir^lf^gead^H BteMm 
Beitett<i»eiB«r Gwrede«.**/ e;iibtid»r. J»»4BtBei^.PjittkA9 



. Vm AiMB kirei Miiimmii* &UMm (UL) >tMti der 
eine (liDkt) das XHI. LemmA -i« de* PoMwen det 

^uklidesy welche Pappus im YIL Buclie mittheilf. 
Anhange. sollen diese umfassender, gej^^ben 



* ' ' *'Dte obigen YerbinduDgen von drei projectivischen 
Geraden oder Strahlbascbdny bebst wieitereni^ Yerbiii- 
dungen der Art; wfirden leidit m vielen andenm SStzen 
führen, wenn der Kaum gestattete, sie hier weiter in 
▼erfolgeil. 

24. Es sollen hier noch . drei projectivische Ge- 
rade und drei projectivische Strahlbttschel so verbun- 
den werden, dafs von den jedefmaligen drei Gefiilden 
iwei uuter sich schief, aber jedes mit dem dritten 
perspectivisch liegt» 

'Befintlen- sieh von' den drei beliebigen. Geraden 
A, Aj, At (Fig. 31.), die unter eioandcr projeclivisch 

:sind»'.zwei» elwa A, Ai, ifi schi^(er„. dagegea jedUs 
dei%elben- mit der dritten -A^ in* perspectiviscbor 
. Lage, so dafs also im DurcbschuiUc der ersteren irgend 
Z^^ei, einander nicht entsprechende Pupktf^, etwa r, (j^i, 
digegeii in . den Bta'dkschniMen, . die Biß imt '4er,le^le- 
Tcn A, bilden, zwei entsprechende Punktcnpaare^ etwa 
{ und fj, Ii und I,, veirelniget sind, und sind femer 

' 9,, B« die;Pro}eGtions{>unto^-TOtt ;A« nnd**A^',^^AY^und 
A»: SO werden offenbar in der Geraden BiB, irgend 
drei cutaprechcndo Projecti/onsstrahlenr.etwa b, b|, b|, 
kitfdtaislnder'hUen, «nd in jeder -deniiR^ei CBs raden 
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•ilt Ik» Bf<(b i»«fdeii'tmi.ciilipMdMiid^ SfiMm, Hin* 
«th llifi ttttd' f r„ (,l mi hl, ▼«remi««! Mte. 

- ft) Werden umgekehrt io irgend eioeiu Projeo- 
ÜMiktMbl, etwa m hr vmtm ga g ehn c r |»ro)eotiTMdMr 
Geimkii A, Ai, die io scIMm* Lage ^ äAi btfeMk% 
Ty\ei beliebige Punkte Bj, als Mittelpunkte zweier 
StrablbOfichel angenommen, wovon dev erstere auf A 
mid »ätKe abdm auf Ai baaogea wiid/ «ii4 dk iHtiiin 

in Au&el)ung der Strahlen di , b, , c,, di, und b,, 

r^,d,, V....- pro}ectivit€h.auid.(§.ll, III.), so werden sie^ 
du ifefr da» ftvakfo ii siwei aattfvaeheiidaSUaidai.Jig^l^ 
mcnniget sind» j^evspectiriseh liegen (§. 14.), und ihr 
pen^ectivischer Durchschnitt wird offenbar mit jeder 
dar. tw^ei' jgagdbeMi (ieradaii A, At ]UPO|acli?lsGb aein 
ittld <par^ecMadi liegen, ntaüah A md Ati A| lud As 
werden Bi, B^ zum Projectionspnnkt haben. 

) Ii) Wardatt die Punkte BuB^inabetondare inawai 
ontaflraaliattden BrndUan hi, ^ der gegebenen Ggraden 
Ali A angenommen, nämlich B| in bi und in wie 
(Fig. ao fallen die Strahlen e,, d« mit den Ge- 
«adan ^Ai» A imaameQ, io dafo abo die Borduobnitle 
blöder entsprechenden Strahlen Ci und e^, di und 
d, in Ci» b liegen, und dafs folglich in diesem Falle 
ider p e rap eetiviaclie Bmbschnilt A» der Stnddbfiachel 
die gegebenen Geraden Ai, A iu denjenigen Punkten 
schneidet, die den in ihr/eio: Uurchscbnilte vereinigten 
,PinAten! e>.>i anti^iiaidieD. Da die Gerade. A« dorek 
4Ke xM»^Poo1ile b^; od^r e,, b, bestimmt ist, so 
bleibt aiso der perspectivi^cbe Durchschnitt (Ai) der- 
aalba, aan niag dia MUtdfunkte B^^ B# der. St^aUbA- 
achel, in wddiat aii^el entepreekendenPonkteB der .-^ 
gabenäa . Geraden Ai, A^ alsa in bi. und b, oder in 
Ol imdfje voder ia Ci oad*«, |i lu- w.y^'MUMhmani ab 
Mteaa iflH» a» aaIa<alio.die!Di»a<Jiiiitte, ifc, c„ fa,..«^. 
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88 Von fcoi«.Gefidco u. ehuu SuMi^ to 4«£tffM. it^ 

der CimMieDpaare abi und aib, ^Ci und 6iC^ a.d und 

AtC, die bei iivei echirf. ik ^d m^p^ßi$ tlM$ikm 

Gumik n A, Ai )e zwei Faer entapredieQd« Biuikfe 
wechselseitig irerbiadeDy in einer lUididerseltell'fiMIr 
dmAfllieg«. . ' r .. 

'•Wettü eiriemBeile vdn diei JMHfcUfei.^Ub^- 
icheln B, Bi, B« (Fig. 32.)^ die unter einander p^^ojeo^ 
tivieiii tiüdy «cb smi^ dM B,/Bi, jD-.eiÜMLefom idftr 
gegen jeder dereelbe» idt dem drilleiriSfe in fferspec^ 
mcher Lage befinden, so dafs also in der Axe BBi 

Im, €l«ra e, dt, dagegen in jeder der vw^Mm.Wt» 

BiBs zwei entsprechende Strahlen, etwa k und kt, Ii 
und Is vereiniget sind, iindeind ferner Ai , A,. die per? 
e^leetidwbeii DiiidKcft^ der SMhlhitochil ^.«iMJiW 
Bi und B^: so müssen «iffenbar im Durchscbuilte der 
Geraden Ai, As die Durqbschnitte von irgend drei ent« 
ipreehimdMi Stnüden, ^tva^iKe D«nbBehmlle. l$ff||, (i 
der Strahlen b, bi, b^/ und ferner müssen in jeienfL 
der beiden Punkte» wo die zwei Paar vereinigUa. eqiK^ 
i%mcbeiideii Sfarahlen k.b^,tlila:ibMai eniiliiijachflndM 
driCten'Stfftfal k^, 1 begegnen, awei eiitspr0cbeiide»P|«n]Ue 
f und i und vehtiniget sein. Und uingekebrt: 

er) Siod irgeod zMi' pro|eetiviefibe .Sli^Mmisehei 
B, Bi ia sdnefer Lage gegeben, undman nAt •dwA 
den Durchschnitt irgend zweier entsprechenden Strab- 
iea, c fi. idareh den Btlrcbscbnitti^ der ^«(bleBibv .bi» 
twei befiebige Gerade A^, A,, io wefdeD*ll4talere in 
Anseluing der Punkte ^i, bu ii^f t^..... und Ox, b«, 
•ht^f »^w., lo wekben ^fi die &(rsibibü8fibel ^ & 
-eebndden, projeetiiriaefe senk (§iild, ML) und, .da in 
dem Punkte b z^^^ei-enlsprechcnde Punkte 5i, bt der- 
selben vereiniget' sind i A> werden sie perspeetiviiicb 
' -BegM JM»9i- nnd:lfani^ ^liriKd i>ffeidK»t dA 'filnU- 
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^, dj, gebiWo^J^d, ink jedem der zwei ge- 

gebeoeD Strahlbüscbe) projectivisch seio und .^ef- 

deü ^die C^nlUm Ai, A'^ zum perBpeclkisebea Darcb^ 
schnitt baben. '*--^'* ' ^ ^ " ^ * ' - 

. /i) Wi9r4«a dMi.G^r^d^..^^ Aa insIpcAoii^iiPe at 
l^elegt, dirf^sie «l^ deB Strahlen bi, b zasammeBfalleD, 
Wie (Fig. 31.); vereinigten sith, wie man sieht, 4)6 
Pl|iiye .Ci, tt^iuit den ,|kliuelpu«k(en^|i\^ <Ier' gege- 
jbepen StraUl^Qischel/ «o dafs a(so in diesem Falle, stat^ 
4)er entsprechenden Siraitlea k un4 J^Mod It, .di« 
«ütsp^ieflhiciiden Stnhkfn '4 Mid*di, eJ«Bd i^A^'mfeiiilMti. 
AßT fallen, tiaa dafs folglich 'in' diesem 'iFalle der Pro- 
$6ction3i>ujukt B, der lUe^d^n Au h%r A^f>vqistmfikn\k 
derftoi^ed «wel StrdhIeB «i> isti* derei» ^tsprsohekide 
dl," e in der Axe Mi d'fpr gegebenen StraBftüschel 
JBi ycÄßinigt sind. Da d^tPunktjj, v^piöge deirgtr^ 
ieii di «1 iiestioimt jsl» M U«fat also «nkruijtpojtiBlioii^ 
pnnkt .dei:Geihi4eo'Ai9 A« dernSmliche, mdnUhag diese 
jRijt welchen zwei entsprei^b^^^i^ Strahlen i^t.j^^e^^ 
oedr ^todilbilsGhei B| • sasaniaieaf talMn lassoir ^^t 
tttan var/'aito ihi^'b"ilnd'b;,^de^^infit a tt«d a,, oder 
mit c un4 f^i» u. s. w., so dafs folglich die Geradea 

Ct9' fs»p..., die durch die Pupktenpaare <ti upd 
iCi und c,; ti iind f,,..... g^beri; in ^e^tii^ fc >ei zwei 
schief liegenden 'pröjeclivisch«|p Sfrahlbüscheln B, Bj jp 
9(l!r^.enti|pre^hende Strahlei)paarje''6inaiider wechselsei- 
lig sdinieiden, ih' einem and' Äem8elb^n'^im)&4, Ba z^^ 
saiumentreffen. • 

. la 4eB toisldir^diin JtBtraiitfgagf ab «hitd xjje • ge- 
wcMk; ut|d ^Airflditin(tei«(icf üdATokcddäi Stttt« ttti 
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90 y^n ^). '6iti§dßA 'tU''lib^ kr Ü*BUM. Mwl 

I. „Bei' j^dem Seehieclc I.'^Bei jedem "Sech E«el: 
BiBtMfi lf*i (F5g.31.), wel-. BaB, IMBAFig. 32.). weUfce» 
ckes.iwei schief liegeDde dieMittelpunkte B,B| pwei- 
proiectirische Gerade A, er schief Hegen^eaSlrahl- 
Ai'vmi irgend vier Pro jee^ Vfisehel -Irgesd * vier 
^a«fltr,9Jil«tt.e,li,l, df#* J>prehsehDif|f,|,^,);f eair * 
aelhen im Setlea hat''(a), SDjr(;cheBder Sirahl.ea la 
treffea die drei Di«(;OB«-^ sTilen hat liegea die 
lea-Bf ftV'B;4ivfl,, welehfe drei-DarehaehalHe «|, B.» 
dia gegeaftbar ÜagaaAaa dia#;dtfal PiM»4^€«aftbar 
Bflceil Terhjiiidaa»|a if^ead Uiig.e.adeiiSeilea, ija i^gaad 
eineuPnalciea, sosammea." eiaer Geraden a^i'' ' 

II. „Bei zwei schief lie- II. „Bei zwei schief lie- 
genden projectivischcn Ge- g e n d e n pro jectivischen 
radenA,At (Fig. 33.) Ii egen Strahlbfischeln B, B, (Fig. 
dji,?.. Durchschnitte Cf, 34.) trefl^e.n die Geraden aj, 
fy, der verschiedenen Cg« fs« durch die ver- 
Paar Geraden (a6, und (ttn schiedenen Punktenpaare 

ICiUndc^tf nndca,, ), (a, und f, und f^, nnd 

welch« je zwei Paar ent- fg, ), in welchen je 

sprechende Punkte wech- zwei Paar entsprechende 
selseitig verbinden, in ei- Strahlen sich wechselsei- 
ner bestimmten Geraden tig schneiden, in einem be- 
A29 die nSmlich den gege- stimmten Punkte B« znsam- 
beaen G^^aden A, A^ in men, der nSmlich jnit den 
denjenigen zwei Punkten Mittelpunkten B, Iii der 
b,C«f begegnet, deren ettt- 'Strahlbnschel durch d4a> 
a^eehende b,, f In- »breai.> jejllgett sxr•i^Strahle« 4v^ 
Parchschjbiftp Ji«rf|Aiget»:TaxbuDden isi, deren enl^ 
•iad (10^" ' sprechende d. , e in ihrer 

Axe tereiaigfei sind 

Die Sätze (I.) lassen sich auch uuih ehren. Die 
Sätze (II.) entbaUen die obigen Sätze (§. ^0, {V.) als 
besondere Fälle, und wie leicht zu sehen, den obigen 
Satz de^ Pappus nebst dessen entsprechei^den 2^ 
tu.), als Theila in sich. ' * . 

JII. ^Z^at der Lag^i'aa'oli' ulU« ^%^ei der Laga. nach 
P»«li*«:liTi8ch g^gehV^Jlad projcctiyisch g«gebe- 
■e Gerade mittelst des Li- ne Strahlbüschel mittelst 
aeals alleia, sch ief auf e in- des Lineals allein, aehief 
aader im pro|icirea;** d.h«: aaf eiaaadar au prejici« 
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*) „Wenn bei xwei in «chlfr- iren;" d. b.t «) „Wenn bei 
tiir Lage gegebenen pro- iTKbi in schiefer Lage ger 
|ectiviscben Geraden A^A, g^benen pro j ectivischeii 
eine zur Heslimmung ihrer Stralilbü^cheln B, B, eine 
projectivischen Beziehnng znr B estimranng ihrer pro- 
hiareichende Z afal entspre- )ectivischenBezichong hia- 
chendePnnktenpaare, also reichende Zahl entspre- 
drei Paare, gegeben sind, cbende Strahlenpaare, al- 
so sollen mittelst des Li- so drei Paare, gegeben sind, 
neals allern, andere ent- so solleii tnittelst des Li- 
sprechende Punktenpaare neals allein, andere ent- 
^e fanden werden, oder so sprechende Strahlen paare 
soll xa jedem beliebigen gefunden werden, oder so 
Punkt in der einenGeradcn soll zu jedem belfeliigen 
der entsprechende in der Sirahl des einen $trahlbfi- 
andcren Geraden, und na- schels der entsprechende 
menilich sollen b) dieje- im an deren Strahlbüschel, 
nigen zwei Punkte (t), e»^, und namcntlicii sollen /?) 
deren entsprechende im diejenigen zwei Strahlen 
Dnrchscbnitte der Gera- (d, e^), deren entsprechen- 
den vereiniget sind, c) die de in der Axe BB^ der 
Durchschnitte der Paral- S trahlbii sch el vereiniget 
lelstrahlen, und endlicb sind, und ferner derje* 
d) derjenige Proj ectioQs- .nige Durchschnitt irgend 
strahl, welcher einem der zweier entsprechenden 
drei gegebenen Projecti- Strahlen, welcher in Ir- 
onsstrahien in irgend ei- ^gei^d einer Gerade» -liegt, 
nera gegebenen Pu^^' l|4>/di# 4orch ^eiiDurcl^spbaiU 
gegnetji §efaa4^n wer» eines der drei gegebenen 
den." " eiltsprecbehdeii Sti'ählenl. 

- *''-|i(n«re gelk|^ gefiii4«ji'Viie«i» 

• I • •* •:». Af yi«r . . r .. «Ii ,.i 

Auflösung. 1) Sind A, A| (Fig. 31.) die g^e* 
beute Groden, imd kibd ^ nsA a^» 6 md Mit 

dBe' ikti Pamr gegebifBett ^iii^t«kl^dijfer Ponlit^^ 
nehme inan in einem der drei Projeclions^aDen 
■k; c, ^wn ki h, zwei' beU^bige Punkt» Biy fi|v^kicb6 

B2C1, die sich in (dcu Punkten schneid^ 
zMw Ntedk^ diese Pitakti di^ ßcaräd^ i^- ^j^oU Hüll 
•} »t «Hm* füAit fkä 'lei^'OüMidli^ 



nil |i Ulf|d ii»i 1t .Pii|ik|t (Ti:,!« 4fir,ßfipr94«ii Ai t^m ß i fn 

ii^erden, 80 ziehe mati^deii Stra|il Bi)r, der die Gerade 
in f^ftWk Punktet .jE^ Sf^ci den ^vird, und ziehe sch 

4«4«a W. Sifßkl B« Atki » «0 ' if kd die- 

ser der Geraden A,' in dem gesuchten Punkte jt, bin 
ciegnen. b) 2ieht man also die Strahlen Bi e, Bs^u 

Gerade A, 8chneiden<, • die -Strahlen B^tt ti , Bi b, 5, 
so müssen diese den gegeben^nOeraden Ai/A in de*- 
jep4gji^J Punkten, f)^,, b begeben» /wf^lche dan in ihrenf 
Öorcliftcbaitte rereinigten .Punkten t, eutspreGhen« 
o) Und *iiebt man ferner durch Bi/ B« die Strahlen 

r '3en''jG(ä'aden AV. .^äraüeit puid /sodton 4tu^ 
die Punkte q^, r« di^ Strahlen B^q^q^, Bir^ti ao wer« 
den diese den Geraden Ai, A in den Durchschnitten 
l|U if' dc;r PhiF^elstrahlen, d. b.» in depjebij^^ Punktefi | 
begegnen, deren entsprechende q, Xx unendlich entfernt 
•i|id.' d) Zieht muB^ endlich .<durch die Punkte f , ii, in 
wdcfi^ji dfie gegdyieiien Geraden A A,' vön. - der . Qera^ 
den Aa geschnitten werden, die Strablen B^f, BJi, sp 
^ind diese diejenigen Pro)cctlonsstr#hiea k, .1 (der g^ 
gebeae^^Gerad^ A,< A|)^"weidie dein gegrtbiett Pro^ 
jcctio'nsstrable b in den beliebig angen'ommeneii Pänk- 
teu B«, Bg b^egnen. 2) Nimmt man die Punkte B^, 
Bi in den entsprechendem Punkten 6, bi an, wie in 
(Fig. 33*), 80i:iTird, wie jua^i ,^ieht, die, Auflösung für 
IJm, forderung (b) ^cl^r rey^einfac!^» indem .<|}^^..die 
fßß^i^AH ^bsi dWTfsb g^f^ten P^kle.^ b^itebt 

, ,1) ^nd euderers^Ußl B^^i (Fig. 3^.) die^ g^gejbV- 
iMA^tf^iilbjl^chAl^.uqd ^^ib.^ q im) a»« 1^, A^^.-i.^fl^ 

flmcl^iAlO »jurchschnitt die^^ipq|^;!Faars,! etwa:}^iirdi4 
»»i^i ibelicbige Greii*rtq 4i» 4ü«#f 5lW,ü}Ktf;^P ifil^- 
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24, SätefeV. iPorismen, d. aus IP^usattinfJ^iisl. d. Geb, folgen, flj 

und verbrndc 'ÄifegJ^ FiäiWö paämeise durch die Strah- 
. leu a., c^l die sich in irgcfnd einem Punkte ti!, ictoiei- 
ato Wferirefii. Soll iiik irgend ^^St^itht^^ - 
ÄlWÄ!fi»ii*Ä«^B''dißr entsflW^^^^ x, im ande- 

ren Strahlbüschel Bi giifdnäeh tverden, so verbind^ 

gegnet , niil dLiA 1»ttnktl» 'ddj^h'*««^ r,, der 

die Gerade Aj in einem Punkte jCj schneiden tvird, so 
jntä dsda&H B| $^ d^r^ gösaiihtii Strahl ' MtL ^ tSijbt 

b', niit ft, düröh die Strahlen e^, dj, die den Cet-adeli 
A;, in Ca, ^1 begegnen, diid zieht sodanti dte'Straftl 
««f'liiir,, *tii; ötfer W;'*,' «o 'Blml d!^<»; lifejeölgeh 
Sfli-ihltn, deren entsprechende e, di ih der Axe BEj 
veVtihiget sind. ' ; >) Zieht kDätt'*^n(^lich iius B, B| durch 
Ü,^ die ^^Uea t;, Ä^'dm Gerardfen Ä„ A| in den 
tankten f, I bfe'gcgncu, so sind diese diejenigen Durch- 
schnitte entsprechender Strahlen (k und ^Lj, 1 undli, 
der gegebenen Straiilbiisdhel B, Bi), 'inrelche den, 
^ durch den DiaVch'schnitt S des gegebenen Strahlenpaars 
b,bi beliebig gezogenen Geraden Aa,Ax liegen. 2) Für 
die Pörderühg (l^) tdrd die Auflösung Vei^dli/acH 
weifid ibdte die 'ädtsprechenffen Strahlen b, b| selbs^ 
statt der Geraden Aj, Ai nimmt, wie iü (Fig. 34.), in- 
dem akdanin die gesucttteu Strahlen d, ei diii^ ded 
Püiikt B, geheii;'* ' • ' - '» — «.r . 

IV. „Wenn bei zwei schiefliegenden pro- 
jectivischen Gebilden B, A (d. h. dn StraliDM- 
adid B übd eiiie Gerade A, siehe §. 6, I.) drei ent- 
sprechende Elemcntenpaare gegeben sind, sO 
soll man mittelst des Lineals allein^ zu irgeüd 
eiAem Eteme'nf des eiAen Gebildes, das ent- 
sprechende Element des anderen Gebildes 
finden,"' i . , . 

» 
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^.pififfi .Aulfabe,.]^ .lejdil «irf; den T^qs^n 
Aufgabctt (IIL), gebracht werd^ Denn 8i;lineidet man 
den Strahlbüschei B durch irgend eine Gerade A), sp 
ist ^tßf^ mit ^er. gegf^n^ax. Gerade A p^o)ecüvi8c|^ 
und die Aufgabe ist aUd^m auf obig^;(III, linkt) 
gebracht. Oder man beziehe irgend einen Strahlbüschel 
auf ^«.^^ebene. Q^rßde. A, so wird derselbe mit 
dem StrahUbfisehel B projieicliviMi ^» «qd die.Aiif- 
ist alsdann auf die obige (III. rechts) gebracht. 
A*"?r'^^ WS^*^ Betrachtungen j^. 24.;) jind 
pnr diejenigjsn Satze und .fieiafugcliob^ wor- 

den, die für spätere Untersuchungen unumgänglich ei- 
^orderiicli sind. £a. hätten noch md^ Sätze und.Aui- 
jgabvBn an dif gelben angeschlossen lyerd^ klonen., Fco^ 
ner würden andere Verbuidongen der b^rachteten pro- 
ieetiyischen Gebilde noch viele interessante Aesuitat^ 
liefern, wenn nicht dieses Kanit^.acboa t|i.«oiM 
Ai^d^hpuug erhngt hStte. 

Zum Schlüsse dieses Kapitels soll nur noch die 
folgende bekannte Aufgabe gelöst werden. 

„Wenn in einer Ebene «wei beliebige 
eleichnaniige Vielecke gegeben sind, ein drit- 
tet SU liescbreiben» \relcbes dem einen um- 
i^isbri^ben und dem, anderen eingeschrieben 
ist." Oder: „Ein Vieleck zu beschreiben, des- 
sen Seiten der Reihe nach durch gegebene 
Punkte gehen,, und dessen Ecfken der Beibe. 
nach in gegebenen Geraden liegen." 

Auflösung. Diese anscheinend schwere Aufgabe 
wird leicht auf die obige (§. 17.) gebracht, so da£s si^ 
sobald in der Ebene irgend ein* Kreit gegeben ist, so- 
fort mittelst des Lineals gelöst werden kann; nämlich , 
wie folgt 

Es seien K urgend vier Gerade An Af, Af 
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** * 
(Fifr.aS.) und irgend vier Punkte B, Bi, B», gegchr 
boi» «o 6oU also da Viereck beschrieben weisdep» «Usr 

seoEckeDy in besliinmter Ordnung gefbomnien, in jenen 
Geraden .jVcgen und dessen Seiten« nach. besümiUeK 

Werflm dlePaakte 9, B,, B2, B, nach der Reihfl 
als Projectiouspunktc der Gcrad^i^aare, A uf)dAi» A| 
luid,At>. A^mA Au A«:^d A« angenoimen,' i«o,|iMllr* 
lidi A4 eine mit A' vereinigte ; fünfte'' Gerade is|> so 
sind alsdann alle Gerade ' unter einanfder projectividcb, 
aba ancb. A un4 A4 (§. 11, UI^» and vim pa, iWs jui 
Irgend einem Punkte a in 4er ernten Gieraiien A«, bMi 
durch Ziehen der Strahl en a^ dl j a^» 89 die entsprechen- 
deyi Punkte ii|y,Oi, a«> in den übrigen Geraden nach 
der . Reihe gefunden wM*den. Non verlangt Ü» AnCr 
gäbe offenbar nichts anderes, als man solle den ersten 
P^nkt 4.SQ aanehiiien, dafs der letzte üa mit ihm %u-s 
aammentKeife. • Es iaiien idier bei zwei anCeinandet 
gelegten projectiyiscben Geraden A, A4, im Allgemeinen 
ni|r höchstens zwei Paar entsprechende Punkte aufein- 
ander (§. 10, folglich sind im Allgemeines 
aneh nur zwei Vierecke möglich, die der Auf* ' 
gäbe genügen. Somit ist also die Aufgabe auf die 
obige, (§• 17.) geluracht, weil hiemach die genannten 
Vierecke* gefunden sidd, sobald man die verefnigfca 
entsprechenden Funktenpaare (e und e«, t und f«) der 
. Geraden A, A« kennt. U4P1 diese Punktenpaaie finden 
zu können, ist aber nur ndthig zu irgend drei bellelM» 
gen Punkten a,h, c in der Geraden A die entspre- 
chenden Punkte a«, 64, c« in der Geradei^ nach 
der vorhin angegebenen Art, zu suchen« 

Man könnte die Aufgabe auch so lösen, dafs man 
statt der fünften Geraden A4 ein fünftes, etwa mit B 
cbncentrischesy Strahlbflsdiel B« zu Hülfe nttme; in- 
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dmiaii ^irl dfi» JM^^ iiOt M be4|«Mii^ 'wie 

vorstehende; ; : r / • • . 

Es ist klar, dafs die AuflOsang sich pkui. ähnlich 
kMH cii b^veÜMttda^ Vld^ck mg' irieie Sidteil 
haben, als man i^iH, und Jdfs 'di^« Aufgabt; im AUge^ 
gemeinen, nur zwei AuÜdsungen zulasse. Wcuu aber 
«Ke lMi^itt<diAiDg äer gegdmöit Punkte (B,Bi,B|>.....) 
und Geraden (A, Ai, A,,.!...) iilclit lle^^^eMtel ibT, dann 
ist die Zahl der Auflöstingen viel gröfser, und ver- 
ilieklt ikh'tiit 4er Seketaftähl dto Videckir$' ao B. 
Würden bei "dcAMf indirhiii l^ti^htetea FaO, 'wb die la 
beschreibende Figur nur ein Viereck war, 576 AuP 
ÜMDgen statt inden*). 

Di^ Aufgabe umfaCif e^e grobe Menge 'l^esbndi^ 
rer Fälle, deren Besonderheit z. B. darin besfebt, dafs 
die .gegebenen Punkte tbeUweise in Gerade liegiäi$ 
oder die gegebenen Öeraden tbeilWetoe dnrdi- d l ci te i tte y i 
Punkte gehen, oder dafs die gegebenen Punkte oder 
Geraden thdlweise aufeinander fallen ; u» 8. w« Die 
AniOsting aller dioaw FiUe iat leieht aus der vorate* 
henden Auflösung zu entuehmen. 

^ ^ . . Die 

*) Es wurde schon oben (§. 19.) cnv;ilint, dafs durcli n Punkte 
in einer Ebene 3.4.5 n verschiedene einfache n Ecke be- 
stimmt werden.' Man überzeugt sich davon wie folgt. Die Punkte . 
lassen sich offenbar so oft in anderer Ordnung verbinden, als u 

Elemente sich versetzen lassen, also 1.2.3 n Mal. Allein je 

xwei Verbindungen, die einander gerade entgegengesetzt sind, d. h., 
wo die Rangordnung der Punkte gerade umgekehrt ist, sind offen- 
bar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein und das- 
selbe n Eck (z.B. bei Tunf Punkten ist AB CD E und ED CBA 
ein und dasselbe Fünfeck}, daher ist auch die Zahl der verschie- 
denen n Ecke nur halb so grofs als die Zahl der genannten Yer- 
Setzungen. 

■ Wenn nun, in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe, die 
Seiten eines (einfachen) n Ecks durch n gegebene Punkte B, B^, 
Bgi*«...Ba.i gehen sollen, so sind dabei offenbar ebenfalls 
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Die obige Aufgabe wurde zuerst von den Mathe« 
natikern Servois» Gergonne ukidLhuilier gdtfsei;' 
im iL Bde. der Annak% de MäMmaUqwe, Die tot- 

stehende Anilüsung ist vermöge des Uinstandes: i^dafs 
sie nur im Ziehen gerader Linien xwischeu 
gegebenen Punktenpaaren besteht, sobald in 

der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist;" un- 
ter allen mir bekannten Auüösungen die einfachste und 
leichteste^ 



Zweites Kapitel.^ 

Von projectivischen Geraden, ebenen StrahlbÜ- . 
^ schein and Ebenenbfischeln im Rtum'e. 

} — — — 

Ein Ebenenbüsehel verbanden mit Geraden und ebe^ 

nen Strablbascbeln. 

26. In dem vorhergehenden Kapitel vrar der Ort 
der Gebilde, die betrachtet vrurden, ausdrücklich auf 
eine Ebene beschränkt Es bleibt demnach noeh Übrig 

diese Gebilde, nämlich projectivische Gerade und 



S.4.5 n veracUedene Rangordnongm mSglieh. Nun bleibt 

bei jedem von diesen 3.4i5..i.n veiscliiedenen n Edcea noch die 
Rangordnung frei, nacb welcber die Ecken desselben in den ge- 
gebenen Geraden A, A|, A^, ..••An^t liegen. Die dieser 
' Ordmmgen ist aber offenbar der YersetnmgBulil filr n Elemente 

(etwa ftr nPeiaonen S, Si aufnPUtien A, A«, ••••.) ^cfa, 

also SS 1.2.3 1^<^ endlich, sufolge der «dien stehenden 
AnflSsnng, för eine bestimmte Rangordnung der Punkte B, B^, 

Bg, und der Geraden A, A|, A,, , Im Allgemebeo, 

swei AnflSmnnen statt finden, so ist iU^ch, wenn die Rangoffd- 
ttung weder der gegebenen Punkte 'B, B|...... Bo^i, nodi der 

gsgdbenen Geraden A» A| , A^-t fiestgesetst ist, die Zahl 

aller AnflSsungea im Allgemeinen 

3. 4*6 ..... n X 1 .2.3.4 nX 2«1'.2*.3'.4* n*. 

7 
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9S' Proj. Gerade, ebene Slralilb. u. EbeneDbuscbet 26. 

ebene Strahibü scheiß m solcher Lage zu untersu^ 
cfifiDy WO sie Dkht mehr ki emer und derselben Ebene 
liegen. Zu' diesem Ende ist es ZTveckmäfsig, und wie 
sich zeigon wird, der Nalur der Sache angemessen, das 
dritte G^iide, nUmlich denEbenenbüsefael (§.1,IU.X 
mit jenen zugleich tu betrachten. 
' . Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die 
Gebilde und ihre Tersehiedenen Verbindungen, weil 
sie nicht mehr in einer Ebene liegen, nicht leicht durch 
^ Zeichnungen (Figuren) vorstellig machen; dieses ist aber 
anch nicht nOthig, weil durch zweckmäfsige Benennon- 
gen das Festhalten der Znsammenstelinngen der zu be- 
trachtenden Gebilde erleichtert wird. Ueberbaupt sind 
stereometrische Betrachtungen, meiner Meinung nach^ i 
nur dann richtig aufgefafst, wenn sie rein, ohne alle 
Versinulichungsmittel, nur durch die innere Vorstel- | 
Inngskraft angesdiaut werden. Wenigstens ist dieses 
fftr die synthetische Betrachtungsweise erforderlich, und 
vorzugsweise für Denjenigen), der darin erfinderisch zu \ 
Wisrke gehen will; denn nur auf diesem >/Vege kann 
er sepnsn Gegenstand selbst gewahren lassen, kann er 
den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren- 
Verbindung in allen ihren einzelnen Fällen und nach 
allen ihren Grenzen hin leicht und richtig durchschauen, 
und alle diese Fälle zusauimen als ein in einander I 
flie£sendes oder aus sich selber heraustretendes Ganzes I 
erkennen« Wenn auch im Anfange diese freie Vorstel- 
lung einige Mühe macht, so wird mau doch bald eine 
gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann fOr 
die fiberslandene Anstrengung hinlSnglicb ents^shSdiget 
finden. Wer bemüht wäre durch andere Mittel diese 
Anstrengung zu umgehen, der dürfte nicht wohl thon, 
indem er das VorstdInngSTermOgen» statt gesund, krSf* 
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tig und lebeostbätig xu macbeoi dasselbe vielmehr in 
dtmkler, ediwerfMUger AofftissuDg eriiaften würde. 

Da die folgenden Betrachtungen mit denen im TO* 
rigen Kapitel groCse Uebereinstimmun^ haben, ja da 
eie ^vofsentbeils durch die letztmn Torbereitet sind, 
oder sich auf dieselben stützen, so werde ich mich da- 
bei kürzer fassea dürfen und nur nöthig haben, die 
Enfwidiekuig ao weit zu verfolgeo, bis iie anf frühere 
Betrachtungen gebracht, oder bis die weitere Untersu- 
chung durch ein mit dem frühern ganz übereinatimmen- 
dea Verfahren 9 zn Ende geführt werden kann. 

27. Nach der oben (§. 1, III.) gegebenen Erklä- 
rungbesteht ein Ebenenbüschel aus der unzähligen 
Menge von Ebenen , welche dnreh eine und dieselbe 
Gerade, Axe genannt, gehen. Die Axe eines solchen 
beliebigen Ebenenbüscheis soll darch S( bezeichnet 
werden, and wenn von den Ebenen desselben einzelne 
namhaft gemacht werden sollen, so mIVgen sie a, 
y, d, ..... heifsen. 

I. Denkt man sidi im Qaume irg^d einen Ebenen« 
büschel 8( und irgend eine Gerade A und beaeht beide 
auf einander, so findet man: 

1) Dab im Allgememen durch jeden Punkt der Ge« 
raden A eine Ebene des Ebenenbfisi^ls 8( geht 
Jeder Punkt und die durch ihn gehende Ebene 
sollen entsprechend hei&en, und zwar sollen 

die den Punkten o, 6, c, b entapredienden 

Ebenen nach der Reihe durch a, y, ö, ..... be- 
zeichnet werden. Nur eine Ebene ist mit der 
Geraden A paralie], oder geht nach ihrem unend- 
lich entfernten Punkte; sie heifse die Parallel- 
ebene (§. 2.). 

2) Inibesondere kann die Gerade A ia*eiM solche 
Lage übergehen, dafs sie die Axe Hl des Ebenen- 

7* 
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■ 

bÜBchels schneidet, dann liegt sie in einer Ebene 
des letzteren y und sehneidet alle Qbri^en £beiien 
in einem und demselben Punkte, der nämlich der 
Durchschnitt der Geraden A und 31 ist. Daran- 
ter ist iiach der besondere Fall iiiitbegri0en, wo 
die Gerade A der Axe 9( parallel, d. h., nach 
ihrem unendlich entfernten Punkte gerichtet ist. 
IL Denkt man sich mit dem EbenenbGschel 9 zu- 
gleich irgend eine andere Ebene so £nden zwischen 
ihnen folg^de Beziehungen statt: 
1) Ihr gegenseitiger DorcbscJinitt ist ein ebener 
' Strahlbfischel, d. h.» die Dnrchschnittsfinien, in 
welchen alle Ebenen des Ebenenbüschels 3( die 
besondm Ebene B schneiden, bilden zusammen 
einen Strahlbfischel B in dieser £ben<$,^ dessen Mit- 
. telpunkt der Durchschnitt der Ebene B und der 
Axe 9( ist. Die Strahlen, oder die Dorchscbnitls- 
linien» dnroh welche die jeinzelnen Ebenen 

y, S, gehen, sollen nach der Reihe durch 

a, b»€»d, bezeichnet werden,- und jeder Strahl 

und die durch ihn gebende Ebene isoUen ent- 
sprechend heiCsen. 
i2) Die Ebene B kann insbesondere ihre Lage so 
Terftndem, dals sie der Axe 81 parallel wird: 
. dann entfernt sich der Mittelpunkt des ebenen 
Strahlbüschels B ins Un^dliche, und alle Strah- 
len desselben werden parallel,. nSmIicb der Axe 
SI parallel. jSähcrt sich in diesem Falle ferner 
die Ebene B der ihr parallelen Axe Sl, bis sie 
endlich diese in sich anfnimmt, so wird ne 
mit irgend einer Ebene des Ebenenbüschcis ^ 
zusammenfallen, und mit allen tibrigcn Ebenen 
die Axe 0 zum gemeinschaftlichen Pnichcfanitt 
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haben, so dafs also der Strahlbüscbel B sich auf 
diese Axe rcduzirt. 
3) Endlich kann die Ebene B auch eine solche be- 
sondere Lngc haben, dafs sie zu der Axe 9( senk- 
recht ist: dann werden durch die Winkel im 
* Strahlbüscbel R die. Flächenwinkel im Ebenenbfi- 
schel 31 dargestellt, d. h., der Winkel, welchen 
irgend zwei Strahlen des crsteren einschliefsen, 
ist dem Flttchenwinkel der ihnen entsprechenden 
Ebenen gleich, so da(s also z. B. Winkel (ab) 

=* (a<i), (ac) = (bc) « (/iy), , wenn 

nimlich der Winkel, den zwei Ebenen» etwa 
a, ß einschliefsen, durch (aß) bezeichnet wird. 
III. Hat man auf die vorstehende Art eine Gerade 
A(I.) oder einen ebenen Strahlbiischel B (U.) auf einen 
Ebenenbfischel Sl bezogen, 'so sollen die jedesmaligen 
zwei Gebilde A und Q(, oder B und 31 „projecli- 
Tisch" heifsen, nämlich in Ansehung der entsprechenden 

Elementenpaare aunda, 6und/^, C and , oder a 

und a, b und ß, c und Befinden sich die Ge- 

bilde in solcher Lage, da£s die Punkte hf t, •••• 
oder die Strahlen b, e, in den ihnen entspre» 
chenden Ebenen ccyß^y, liegen, wie bei vorste- 
henden Betrachtungen , 80 soll gesagt werden, sie seien 
oder sie liegen „perspectivisch,** und wenn dieses 
nicht der Fall ist, so soll ihre Lage „schief heifsen. 

lY. Der Ebenenbüschel 3i kann sich insbesondere 
SO Terändem, daCs seine Axe 91 sich ine Unendliche 

entfernt, so dafs alle Ebenen a, ß, desselben 

unter sich parallel werden. Daher kann man umgekehrt 
irgend ein System TonParallriebenen als einen Ebenen- 
bttscbel betrachten, dessen Axe unendlich entfernt Ist 
Bei einem solchen Ebenenbüschcl wird irgend eii^e 
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schneidende Ebene B einen ebenen SiraMblltcliel her- 
vorbringen (II.)) dessen Strahlen ebenfalls parallel sind. , 

28. Die Geraden und die ebenen jStrabibüscbel, 
welche mit einem und demselben Ebenenbllscbel 91 ! 
perspectivisch sind (§. 27.), haben unter einander fol* | 
gende Besiehongen: 

Je zwei ebene Strablbfischel B, Bi die in demsel- 
ben Ebenenbüschel SI liegen, d.h., die entstehen, wena 
letzterer von irgend zwei Ebenen B, Bi geschnitten 
wird, sind in Betradit der Strahlenpaare a und a,, b 

und bi, c und Ci, , die beziehlich in den Ebenen 

tty ^, /, des Ebenenbüschels 31 liegen, projectiviscb, 

und zwar kann man sagen sie liegen perspeclrnscb* 
Denn ^^\rd die Dorchschnittslinie der beiden Ebenen 
B, Bi durch A bezeichnet, so werden, wie sich aus 
der Anschauung ergiebt, alle Strahlenpaare a und ai, 

b und b|, c und Ci, der Strahlbüschel B und 

sich auf der Geraden A schneiden, und beifsen diese 
Dnrchschnfttspunkte, wie gehörig, a, c,....., so sind . I 
einerseits B luid A in Ansehung der Elemente a, b, 

e, und b, C, und andererseits Bi und A in 

Ansehung der Elemente Si, bi, c,, md 6» c, 

projectivisch (§. 2.), folglich sind auch B und Bj iu 

Rhisicht der Elemente a, b, c, und Si, bi, C|, 

projectiviscb, und zwar, da die Durchschnitte der ent- 
^ sprechenden Strahlen auf einer Geraden, nämlich auf 
A, liegen, so soll ihre Lage, obgleich sie sich nicht 
in einer Ebene befinden, perspectivisch heifsen, 
und jene Gerade A soll ihr perspecti vi scher Durch- 
schnitt und die Aie 91 des EbenenbQschels ihre Pro- 
jectionsaxe genannt werden. Wird also von zwei 
projeclivischen ebenen Strahlböscheln, die in einer 
Ebene perspectivisch liegen, wie etwa B, B| (Fig. 10.) 
der eine um den perspcctivischen Durchschnitt A ber- 
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nnibewcgt, 80 Meiben die StrablbIlirJiiel fertwttraMl 

perspectiviscb, und liegeo, sobald sie sich nicht mehr in 
einer Ebene befinden » in einem Ebenenbüschei % weU 
eher darcb sie bestimint wird« 

Wenn insbesondere die Ebenen B , Bi der Axc Si 
dea Eb€i^enbü8chel8 in einem und demselben Punkte 
begegnen, so dab also die ebenen Siralilbllsebel B, ß| 
concentrisch sind) so geht auch der pcrspectivische 
purchsehnict A durcb ibren gemeinschaftlichen . Mittel- 
pnnkft und zwar sind in iba 0b A) xwel entsprecbeode 
Strahlen vereiniget. Und also auch unigekchrl: Wer- 
den zwei pro)ectivi8che ebene Strahlbüschel B| be- 
liebig ooncenirisch gelegt, ohne da£s sie in einer Ebene 
liegen, aber dafs zwei entsprechende Strahlen zusam- 
menfalisn, so sind sie perspectivisch, nämlich sie liegen 
in einem und demselben EbenenbOsebel 9, der durcb 
sie bestimmt wird, und der gemeinschaftliche Strahl 
ist alö ihr perspectivischer Durschschnitt anzusehen. 

Nun folgf ferner', da(s irgend ein ebener StrabU 
büschel B und irgend eine Gerade A (die nicht in der 
Ebene B liegt;, die in demselben Ebenenbüscbel 31 lie? 

gen, in Ansehung der Elemente a, b, e, d und 

b, c, b, projectivisch sind. Denn denkt man 

sich irgend eine Ebene Bi durch A, so bringt sie i(im 
Ebenenbüscbel 9) einen ebenen StrablbQscbelBi benror» 
der, wie mau sieht, mit A in Ansehung der Elemente 

ai, bi, Ci und a, 6, c, projectivisch ist, und 

da er» zufolge Torstehender Betrachbing, anob mit B 
pTojectiviscb ist, so sind folglich auch B nüd A projec- 
tivisch (§. 11, II.), wie behauptet worden. ' 

Daher sind femer je zwei Gerade A, A|, die in 
demselben Ebenenbüscbel 9 liegen, ia Ansebung der 

entsprechenden Punkte a, 6, c, ..... und a,, 6i, <i 

projectiviscb. Denn sie sind beide mit dem ebenen 



« 
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BtnUMidid nitkio auch unter iich projectiviacli. 

Schaeidea die Geraden A, Ai einander, so sind sie 
penpectimchy nttmlieh ihr Pro>ecliou8pankt liegt Iq 
d«r Aie desEbenenbOschelB er ist der DarchacbniCt 
« dieser Axe und der Ebene, in welcher alsdann die Ge< 
laden liegen. 

Das Ergebnils der Torstebend^ Betrachtungen be- 
steht also in folgenden Eigenschaften: 

L zwei ebene StrablbQschel B^, die 
in einem nnd demselben EbenenbAscbel 9 lie- 
gen, sind p ersp e cti visch, und ^war ist der 
Darebschnitt ihrer Ebenen ihr perspectiv!^ 
acber Dnrcbschnitt:*' Und umgekehrt: ^Haben 
cwei p ro jectiviscbc ebene Strahlbfischel B,B| 
einen perspectivischen iXurchschnitt A, d. h., 
sind sie perspectiviscb» so liegen sie in einem 
Ebenenbüschel 31, der durch sie bestiinuit 
wird, oder insbesondere in einer Ebene; wird 
nS'mlick der eine am A berumbewegt, so blei- 
ben sie stets in irgend einem Ebenenbüschel, 
und fallen endlich die Ebenen beider Strabi- 
bfiscbei aufeinander« so Tereinigen sich alle 
Ebenen des Ebenenbfiscfaels mit ihnen.*^ »,Lie- 
gen die Strahlbüschel B, B| im Ebcncnbüschel 
V insbesondere concentrisch/so sind im per- 
spectivischen Durchschnitt A, der dann durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt geht^zwei 
entspreebende Strahlen vereiniget; und um- 
gekehrt iind bei zwei projectivischen ebenen 
Strahlbüscheln B, B,, die nicht in einerlei 
Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei ent- 
sprechende Strahlen vereiniget, io liegen sie 
in einem Ebenenbüschel 9(, dessen Axe 91 na> 
Ittr lieb erweise durch den gemeinsamen Mit- 
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telpunkt geht, und der geineinschaftlichc 
Strahl ist als perspectivischer Durchschnitt 
der Strahlbfiscbel anxifsehen,'* 

IL ,,Jede6erade A ujid jeder ebene Strahl- 
büschel B^y die in einem und demselben £be- 
aeBbQscbel Sl liegen» sind proiectiViscb/ 

III. „Je BW ei Gerade A, A,, die in einem 
und demselben Ebenenbüschel ^ liegen, sind 
proiectivischy und wenn sie äieh schneiden^ so 
sind sie perspectiTiscb, und ihr Protections- 
punkt liegt in der Axc2i des Ebenenbüschels." 

In Hinsicht ähnlicher Geraden und in Hinsicht glei? 
eher ebener Strahlbfiscbel finden insbesondere folgende 
Eigenschaften statt: 

IV. „Alle Geraden» die in demselben Ebe* 
iienblisehel IN liegen und mit einer und der- 
selben Ebene desselben parallel gehen, sind 
pro)ectivisch ähnlich." Und umgekehrt: „AUe 
Geraden, die in demselbenEbenenbfisehel lie- 
gen und ähnlich sind, sind mit einer und der-» 
selben Ebene desselben parallel." Denn da 
Jede Ebene des Ebenenbfischels durch entsprechende 
Punkte der Geraden gebt, so werden, da die Geraden 
mit derselben Ebene parallel sind» ihre unendlich ent- 
fernten Punkte sich entsprechen (§. 27, I.), und daher 
folgt ihre Aehnlichkeit (§. 13, I, a.). Wenn insbeson- 
dere der Ebenenbüscbei ^ aus Parallelebenen besteht, 
wenn seine Axe unencUich entfernt ist (§.27, IV.), so sind 
alle Geraden, die in einem solcben Ebenenbüschel liegen, 
projectivisch ähnlich, und diejenigen Geraden, die 
imter gleichen Winkeln zu den Ebenen geneigt sind, 
sind projectivisch gleich. 

V. »Ebene Strahlbüschei, die in demselben 
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Ebepcnbüschel liegen, sind projectivisch ähu- 
lieh, wenn entweder 

1) ihre Ebenen parallel sindy oder 

2) wenn diejenige Ebene, welche den durch 
die Eigenen der StrahlbUschel gebildeten 
FlScbenwinkel hftlftel, %n der Axe V des 
Ebenenbüschels senkrecht ist; 

und auch umgekehrt" Die Wahrheit dieses Satzes 
ht leicht tu erweisen, nSmlich im ersten Falle (1.) 
sind offenbar je zwei entsprechende Strahlen der Strahl- 
bUschel parallel, und folglich je zwei entsprechende 
Winkel gleich, n. s» w. 

29. Da die FiKchenwinkel des Ebenenbascbels 9t 
durch irgend einen ebenen Strahlbüschel B|, desseuEbene 
zu der Axe 91 desselben senkrecht, ist, dargestellt wer- 
den (§. 27 f II, 3.), und da dieser StrahlbQschei Bi mit 
jedem anderen Strahlbüschel B, oder mit jeder Gera- 
den A, die in dem Eb^nenbflsehel 9( liegt, pro}ecti- 
Tisch ist (§. 28.), so bat man zwischen irgend ▼iermal 
drei entsprechenden Elementen der drei projectivischen 
Gebilde 121, B, A, etm zwisdien a, fi, B\ a, b, c, d; 
6, c, b folgende Bedingungen (§. 4 und §. 10.): 

i sin ( ay) sin {aS) sin (a c) sin (ad) öC ab 
8inC^7) ' SöÖ^d) ^ 8in(bc) ' sin(bd) ° Vc' 
ma(aß) ^ sin (aS) ^ sin (ab) ^ 8in(ad) ^ a6 ^ «b^ 
6in(//0 ' sin {yd) 8in(cb) ' sin(cd) *^ <b ' cb* 
sin (a ß) sin(o g/) ^ sin (ab) 8in(ac) ^ ob OC 
Bm(dß) 8in(JV) sinCdb) ' 8Ui(de) "".bb ' bC 
Und umgekehrt: 

IL „Sind die Elemente zweier Gebilde 8 

und B, oder 51 und A, so einander entspre- 
chend angenommen, da£s zwischen je vier Ele- 
mentenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge 
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der Elemente in den Jedesmaligen zwei Ge< 
bilden (§. 6, oder (§. lü.)) glieicbe Doppel- 
verhältnisfie statt finden, wie die vorstehen- 
den, 80 8in d die Gebilde pr ojectivisch. 
Daher folgt ferner. 

UL »Dafs das ganze System der, entspre- 
chenden Eleinentenpaare zweier projectiyl^ 
scheu Gebilde 21 und B, oder 3i und B bestimmt 
seiy sobald drei Paare giegeben sind (§. 6^ a,); 
and dafs, um eine projectiviscbe Beziehung 
zwischen den Gebilden zu bestimmen, drei 
entsprechende Elementenpaare beliebig ge« 
wählt werden dürfen (§. 6, ß.y 

Sollen, wenn bei ^ und B, oder bei ^ und A drei 
•Paar entsprechende Elemente gegeben sind,, andere ent« 
sprechende Elemente gefunden werden, so ist die Auf- 
gabe leicbt auf die obige (§. 6«) oder iij^ lü.) zu- 
rückzuführen. Denn welche gegenseitige Lage die Ge- 
bilde auch haben mögen, so darf man nur einen ebenen 
Strahibüscbel Bi oder eine Gerade Al auueliinen, die 
mit dem Ebenenbüschel Ü perspectivisch sind, und so- 
fort zwischen Bi oder Ai und den gegebenen Gebilden 
B oder A die entsprechende Aufgabe löfen. 

IV. jyLiegen zwei projectivische Gebilde 81 
und B, oder 8t und A so, dafs irgend drei Paar 
entsprechende Elemente zusammentreffen, d.h., 
dafs drei Strahlen von B, oder drei Punkte 
▼on A In den ihnen entsprechenden drei Ebe- 
nen von ^ä liegen, so liegen die jedesmaligen 
zwei Gebilde perspectivisch (§. 27.), so dafs 
)e zwei entsprechende Elemente zusammen- 
treffen." 

V. „Befinden sich swei V. ^Befinden sich zwei 
projectititeke Gebilde H proiecIlTitehe Gebilde M 
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■ttd A im beliebiger sebie» andB In «eiieferli^|e, nad 
fer Lage, so treffen entwe- liegt der Vilielpvnkl B In 
der swei» oder ein, oder der Aze % m feilen eniwe- 
lein Paar enUpreebende der iwel, oder ein, oder 
Elemente derselben inaam* kein Paar entspreebende 
men, nimlieb gerade so^ Elemente derselben anfein- 
wie bei den Gebilden Bund ander, nfimlieb gerade ae^ 
A (§: 16, IV.), oder wie bei wie bei iwei projectivi- 
zwei aufeinander gelegten seben ebenen Strablbft- 
projectiviseben Geraden A, sebeln B, B,, die in einer 
(§. 16, IL)/' Denn denkt Ebene eoncentriaeb liegen 
man sich mit der gegebenen Ge^ (§• 18, IL).** Dean denkt man 
' ■ raden A eine andoe Gerade A^ aieb in der Ebene des gegebenen 
vereiniget, die mit deiii Ebenen- StrablbfiacbelaB eben anderen B^, 
buschel ^ perspecUviscb Ist, so welcher mit ihm ooneentriacfa nnd 
sind A und A« piojectiTiscb, mit S( perspectiriaeh ist, so sind 
woraus sofort die Richtigkeit der B nnd B, projedifisdi, woraus 
Aussage fol^t. Die Tereinigten sofort die genannten Eigenschaf* 
entsprechenden Elementenpaare ten folgen. Die vereinigten eni> 
der Gebilde % , A werden dem- sprechenden Elementenpaare der 
zufolge nach (.^, 17.) gefunden. Gebilde S(, B werden demzufolge 

nacli (§. 17.) gefunden. 

Mit Rücksicht auf (§. 8.) und 12, IL) folgt ins- 
besondere ferner (§. 28» l, Il> HL): 

yi, „Schneiden irgend vier Ebenen des 
EbenenbUshels etwa die Ebenen a,/},/,^, ent- 
weder irgend eine Gerade A in vier harmoni- 
schen Punkten a, 6, C, b, oder irgend eine Ebene 
B in Tier harmonischen Strahlen a, b, so 
schneiden sie auch jede andere Gerade Ai in 
Tier harmonischen Punkten ai, hi, Ci, bi, und 
jede andere Ebene Bt in vier harmonischen 
Strahlen ai» bi, Ci, d^.^ 

Unter diesen Umsländcn sollen die vier Ebenen 
o»/^» 7"» ^harmonische Ebenen" heifscn, und zwar 
sollen auf dieselbe Weise wie bei harmonischen Pank- 
len und harmonischen Strahlen (§. 8, I.), je »wei nicht 
nacheinander folgende Ebenen y^xugeordnete har^ 
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inonisehe Ebenen" beiben. Alsdann bMen nch bat. 
alle Eigtoschaften, die daselbst (§. 8.) von vier barnnH 

nischen Strahlen entwickelt wurden, wörtlich auf vier 
bannoniscbe £benen ö fibertragen. Femer sind 

die letzten S&tze in (§« 12, IL) zn übertragen,. nfindicb 
wie folgt: - 

VIL «ySind in einem Ebenenbüschel 9( vier 
barmonische Ebenen, nnd In -einer Geraden A 
vier harmonische Punkte, oder in einem ebe- 
nen Strablbüschel B vier harmonische Strah- 
len gegeben, so sind die Gebilde 9C nnd A, oder 
und B in Ansehung der gegebenen Elemente, 
auf acht verschiedene Arten projectivisch, 
nämlich man kann jedes Paar zugeordnete bar- 
monische Elemeute des einen Gebildes, so- 
wohl als dem einen oder dem anderen Paar 
zugeordneten harmonischen Elementen des 
anderen Gebildes entsprechend annehmen.*' 

Es folgt weiter: 

Tin. „Werden drei Etie- VIII. „Gehen darek drei 
■ Ben (a, y) eines Ebenen- gegebenePnnkte StitC einer 
bÜsckels 9 darck irgend Geraden A drei Ebenen 
.eine Gerede A, oder dnrch («, y) eines Ebenenbft- 
' irgend eine Ebene B ge- sehels 9 oder drei Strak- 
aeknitten, eo Ist der Ort-len (a, b, c) eines ebenen 
desj enigen Punktes b oder Strahlbüschels B, so gebt 
Strahles d, der zu den die zu den drei Ebenen ge- 
drei Dorebsebnittspunkten hörige vierte harmonische 
(d, c) oder Dnrchschnitts- Ebene (T, oder der za den 
strahlen (a, bj c), der vierte drei Strahlen gehörige 
barmo^nische Pankt oder vierte Iiarraonische Strahl 
Strahl ist» eine bestimmte d, durch einen bestimmten 
vierte Ebene S des Ebenen- vierten Punkt b der Gera- 
büschels ^, nSmlich die den A, nämlich durch den- 
vierte harmonische Ebene vierten Ii n r m o n i s c b e n 
zu den drei gegebenenEbc- Punkt zu den drei gegebe* 
nen." * - , nen Punkten.'» 
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Aus diesen letzteren Sätzen, verbunden mit (§.20, 
IV.), folgt femer: 

IX. „Sind irgend drei IX. „Sind A,(«C irgend drei 
Ebenen eines Ebenenbfir Punkte einer Geraden A, 
Bebele 9» .nnd man nimmt nnd man legt darcb den ei> . 
In der einen, etwa in /?, ir- nen, etwa dureb ht irgend 
gend einenPankt ( an, ziebt eine Ebene /7. nimmt in die- 
ana ibm swei beliebigc^Ge- ser zwei beliebige Gerade 
rede A, A|t die den iwei $(, 91« an, die mit den awei ^ 
fibrigen Ebenen a, r in den ftbrigen Punkten 9:» < die 
Punktenpaaren und C« Üi Ebenenpaare a und y% «'t nnd^ 
und Ci begegnen werden, bestimmen, und legt, 
und verbindet diese Punk- dnreh die zwei Durch- 
tenpaare weebselaeitig acbnittalinieuv in denen 
durcb Gerade Cft<i« '® diese Ebenenpaare sick 
ist der Ort des, Dureb- weebselseitig (a/i, /««) 
sebnitts b der letiteren ei- scbneiden, eine Eben^, so 

ne bestimmte vierte Eigene gellt diese stets dureh ei- 
^ des Elienenbüschels, die nen bestimmten vierten 
nimlicb zu jenen drei Ebe- Punkt b der Geraden A, der 
nen die vierte, nnd zwar zu ^hii der vierte, und 
der ß zugeordnete, barme- zwar dem | zugeordnete^ 
niscbe Ebene ist.^ harmoniaclie Punkt iat^ 

0 

Aus diesen Sätzen folgert man nach Carnot 
weiter: 

X. „Haben irgend zwei X „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden l»a dreiseitige Pyramiden ßa 
ft^ag^Bcc^Cg, einen gemein- «,«2» t'/'/iVs «ine gemein- 
schaftlichen Körperwinkel achaftlicbe Grundfläche /S, 
(, so finden zwischen ihren so finden zwischen ihren 
übrigen Elementen fol- übrigen Elementen folgen- 
gende Umstände statt: hei- de Umstände statt: heifsen 
fsen die Ebenen, i n die Spitzen der Pyra iniden _ 
denen die Grandflllchen a, C, he^ifst die durch diese 
ttA|fls« C^fCe liegen, Spitzen gehende GeradeJ| 
heifst der durch diese bc- und der Punkt, in welchem 
stimmte Ebenenbüschel % diese der Ebene derGrund- 
nnd die durch die Spitze h fläche ß begegnet so ge- 
gehende Ebene des letzte- hen die drei Ebenen, wel- 
ren /?, so werden die Durchs che in den drei vierfU^hi- 
schnittspunkte der Diago- gen KSrperwinkeln otttTTi» 
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nalen der drei Yierecke «ct^r/^, f(^a^y^y^ durch die- 
ttfljCC,, aa.jCC2, Üi Ä2<i ^2» jenigen gegenüber stehen- 
sit^h in den Seitenebenen den Kanten gelegt werden, 
des KürperwinkeU h be- in denen die ongleichnami> 
finden, in einer viertenEbe- gen Ebenen y^t und tc^^y; 
ne () des Ebenenbfischels ^ ft^y,j vtnä a^y; a^^ "t-^ /'i) 

lirL^rn, und zwar sind /9, sich schneiden, durch ei- 
ö vier harmonische Ehe- nen vierten Punkt b der 
nen und es sind « und y, ß Geraden A, und zwar sind 
und d einander zugeord- 0, 5, c» b vier harmonische 
nct.'^ Punkte.*' 

Vyeitere FoigernngeDy deren hier noch viele mög- 
lich sind, werden gegenwärtig übcrgangcD; im zweiten 
Hefte werden einige davon, bei Gelegenheit zweck- 
mSfsiger Anwendung, nachgeholt werden« 

EbenenbUscli el unter sich. 

80« Bisher* befand sich nnter den Gebilden, die 

betrachtet wurden, nur ein einziger Ebenenbüsche], 
nun aber sollen mehrere "Zugleich beriickjuchtigt wer* 
den, und zwar sollen sie, auf ähnliche Weise wie 
früher die anderen Gebilde, aufeinander bezogen und 
die aus dieser Beziehung entspringenden Eigenschaf- 
ten ontersncht werden. 

" Zwei tbcnenbüschel 3{, die entweder mit ei- 
ner und derselben Geraden oder mit einem und 
demselben ebenen Strahlbtlschei B projectivisoh sind 
(§. 27*, III.), sollen auch unter sich „projectivisch*' 
heifsen. 

Zaf<4ge dieser Erhiämng, mit Bezug auf die obi- 
gem Sfitze (§.29.), finden zwischen den entsprechenden 
Elementen projectivischer Ebenenbüschel nachstehende 
Gesetze statt. ^ 

I. Je vier entsprediendb Ebenenpaare zweier pro- 
jectivischer Ebenenbüschd 91, etwa die Ebenen 
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ßfVi ^ ßu 7i» erfiüleu folgende Bedin- 

gungen (§. 29, L): 

Fin(ay) 8in(a^ sin (cti ; i ) sin J,) 

s\n(rci) sin (aS) 8iii(«i/^i) sin(ffirTi) 

nn(rß) ' sin (yd) iinö^) ' iin (y^öj - 
* s'" («/^ . Bin(ay) sin («lA ) ^ sin 
8in(^^ * sin (^2") ^ (^i/^t) ' w(^i/t)' 
IL Und umgekehrt: 

„Sind die Ebenen zweier Ebenenbüschel 
% 9(t 80 einander entsprechend angenommen, 
dafs zwischen )e vier Paaren gleiche Doppel- 
Verhältnisse statt finden, wie die vorstehen- 
den, wobei die Aiifeinderfolge der Ebenen in 
beiden Ebenenbttscheln nothwendiger Weise 
übereinstimmend sein mufs (§* 10.), so sind die 
Ebenenbttschel pro|ectiviscb." 

III. .Femer folgt: 

„Das ganze Sjrstem der entsprechenden 
Ebenenpaare zweier projeotivischer Ebenen- 
bftschel ist bestimmt, wenn irgend drei Paare 
gegeben sind (§. 29, IIL)f u^d will man zwei 
Ebenenbüschel aufeinander pröiectiviach be» 
ziehen, so kOnnen drei Paar entsprechende 
Ebenen beliebig abgenommen werden.** 

IV. „Bei zwei projectivisch^u Ebenenbü- 
scheld S(, Sil entsprechen vier harmonischen 
Ebenen des einen auch vier harmonische Ebe- 
nen des anderen Ebenenbüscheis (§. 29, 1 V.VL 

. V. Es folgt weiter (§. 11, IL): 

„Dafs wenn von mehreren Gebilden — Ge- 
rade, ebene Strahlbüschel und Ebenenbfl- 
schein — in irgend einer Ordnung genommen, 
derReihe .nach jedes mit dem darauffolgenden 

pro- 
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projectiviscb ist» so ist jedes mit jedem jfto^ 
lectiTisob.*^ ^ . 

> VI. Damii iBe RSchenwinkel zweier projectivi- 
sehen Ebenenbiischel 3(, durch zwei ebene Strahl« 
bQschei B» B| darstellen kann (§. 27» II. 3.)i und da 
letitere mter rieh projeefiTisch sind (§• TV.)» we3 sie 
es mit jenen, und jene unter sich es sind, so folgt fer- 

««r (§. 9, IL): ' 

;,In twei projeefiyischen EbenenlHIscheln 

8(9 ttt befinden sich, im Allgemeinen, nur zwei 
entsprechende rechte FUchenwinkel(4TrX(irtri)." 

IMese Ebenenpaare <t und fft ; r ünd'Ti haben ferael^ 
die nachstehende Eigenthümlichkeit (§. 12, L): 
tg (aa) ♦ tg («iTi) « tg (ßa) . tg (ArO, und 
tg («r) . tg («i<r,) « tg A^<ßr<TO; 
das heifst: „Bei zwei pr ojectivischen Ebenenbü- 
•chela St, 9(i ist das Produkt aus den Tangen« 
teil der Winkel, welebe irgend zwei entspre- 
chende Ebenen (a und «i, oder /9 und /^i) wiit den 
ungleichnamigen Seitenflächen (mit 0 und 
oder ifi und r) der entsprechenden rechten Flä« 
chenwinkel eiuschliefseu, von unveränderli- 
chem Werth.'* 

dl. In Hinsicht der gegenseitigen Lage zweier pro- 
jectlvischen Ebenenbüschel finden ähnliche Fälle und 
Umstände statt, wie bei den früher betrachteten Gebil- 
den, nämlich folgende. 

L Zwei projectivische Ebenenbüschel sollen, oder 
Stare Lage soll „persp^ctivisch" heifsen, wenn die 
Diirchacbnittslinien der entsprechenden Ebenenpaare el* 
neu ebenen StrahlbQschel bilden. Um sich von der Mög- 
lichkeit dieser Lage zu überzeugen, denke man sich 
einen . bdiebigen ebenen Strahlbüschel B, lege durch 
dessen Hiltelpunkt B irgend zwei Gerade % üt (die 

8 
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sdief 9fi, in Ansebimg der Ebenenpaata, .w^cht 

4|urch denselben ^Uahl . des StrahlbiUcliels B gehen, 
pri>jacan#c^ X§> ^ dar ErUdnias «CMiCs lie^aB 
sie per s pect ivire-h. ' • '* : * 

Fer/ier 90II der Strahibüscbel B, oder dessen Ebene 
B, der hP^^T^^^^^^^^'^^ {)«r<;hBei>>iiiti''tder ,£bft* 
nenbilflcbel % % beifsen. Insbesondere btnn im 
Sfrablbüscbel B aus einem System von ParaUelstrahlen 
li«8t^e|fi» und dann sind' mob 4ie Axea $i, den- 
sdli^ii» akp auch dßt Ebene .B,t paralleL , 
X Als era wesentlicher Umstand bei der perspecti?i- 
sdien Lage ist noch~ der vx bemerken»' dib ofitnbar 
zwei eotsprecbende . Ebenen, etwa s, <i» aaf einander 
fallen (§. 9, IL), nämlich in derjenigen Ebene, ii| wel- 
d^er die beiden Axea 31, SI^-der Ebenenbüscbei U^en. 
Dieser ItaMapd dient on^ekebrl idsKerkna^ oder ab 
Bedingung für die perspcctivische Lage der beiden 
Ebenenbilscbel; nämlich, man €;i;)t.ennt. diese Lage vor« 
aamlicli en folgenden ^eiiMerkmakne . 

• „Zwei pro jectiviscbe Ebenenbüschel 31, Wi 
liegen .allen^al persp^^ctivisch, wenn entweder: 
1} irgend zwei entsprechende E)»enen s, «1 
aufeinander fallen, oder wenn 
die drei Durchsciinittslinien von irgend 
drei enttpfecbenden Ebenenpaaren in ei- 
ner und derselben Ebene liegen.'* 
Die Richtigkeit dieser Aussagen* ist durch Hülfe 
frOjierer Sätze leicht zu erweisen« Denn im erst«! 
Falle (1.) liegen die Axen 31, 3fi in der den Ebenen- 
büscheln gemeinschaftlichen Ebene €£1, und müssen 
folglich einander in irgend einem Ponkte B: sehneiden, 
oder insbesondere parallel sein. Daher niob femer 
der Durchschnitt je zweier entspreehenden Ebenen durch 

* 

/ 



uiyiii^uKj by Googl( 



I 



3il* . ' . £Jbieaeiii»iUdifii unter uck, . ** 415 

Punkt jB geben, weil offflilbiir bfeide F.bnia« dtifdi 
ImuSbm ^joheo. .lje§t MOk atai Auch Ami* sokh« 

Durchschuitle, etvra durch a,b, d.h., durch die Durch- 
schaiti^ der enlsprcsdienden Ebenenpaare a<iuid «i^ ß 
^ivdM'ElMBe Jkr'to.mkd dkse dtBiJBJbelw.Jii in ei- 
nein besünimten Strahl eei begegnen und die Ebenen- 
bü8cbel:9(^ Sil in zwei Strahibfiscbebi« B, Bi schneiden, 
weiche frojeatinacb liiidv ttiid smr» da^iiie* die , drei 
Stlmhlen av b, eei, ab iici eeUist enttpteebeade Sirali« 
len, gemein haben-, projectivisch gleich sind und sich 
dedMD|. 80 .dab fol^ieb atte übrigen Saiehschnitte e&l- 
•yittclüMc» lUMneapiHM oi' der ffeDamitett Ebene B 
liegen. Sind insbesondere die Aexen S(, 9ft paraUel, so 
ist aach die Ebene B mit ihnen parallel im ^dem 
Fidle (20 mofe die lBbeoe, in wdelier dieidreiBateb- 
s^nittslinien liegen, die Ebenenbüsch cl in zwei 

ebenen Strahlbüscheln B, Bj schneide%^ die projecti- 
iiiaeb gleicb eiiid imd sich deobeuv**wttl iSSei did drei 
genannten Strahlen gemein haben wkd dureh dieselben 
bestimmt werden,, woraus denn folgt, dai^ die Di^ch^ 
echnittelinie von je zwei enteprecheoden Ebenen in 
jene Ebene BBi ftXkm tnub* • < <i v 

Sind insbesondere die Ebenc&büäobel gleich, 
dk b., sind |e;«wcii.eiitspkttcbeBde :MäebenvididML der- 
selben einander gleich, so giebt mA. diese EigenscMI 
bei der perspecUvi^chen Lage der Gebilde durch fol* 
gende tUnstande kuad^ nttmüoh entweder: ■ • i 

a> bSlfeet der perspedkisdie DuMbiduaift Bdeninqpi 
den Axeu ^, eingeschlossenen Winkel und 
steht auf dessen Ebene senkrecht , oder 
b) »ti'der .pteepectitiscbe DurcfaBehnitt B nneodiidi 
weit entfernt, so dafs je zwei entsprechende £b<^ 
neu der Ebenenbüscbel parallel sind, 
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s I 

^-l^od umgekehrty durcb jeden dieser Umstände ist die I 
jeidnhhelt der EbencnbCIscli«! bedingt Sind in eiHes 
Falle (a) imbesondere die Alton tM, 9(i pamlld» 00 lie- 
gen sie auf entgegengesetzten Seiten des perspedivi- 
nhoft DundMcbiuttt B and siiid gleioh weit «vw ihm 
entfernt ' • ... . . 

^ 11. Ist die Lage der Ebenenbüschci ^H, 3fi nicht 
pevspecüvMch' (I.)» seli sie ^ßchi^" hcitfsf». iZmm 
projectiTisehe -fibenenlHIsehelil, Sli befinden* sieb dle- 
mal in schiefer Lage, wenn entweder (L): . - 

1) ibre Aien il, ttt nicht sA dncr Ebene liegen, odtr 
* 2) wenn drei Dnrei»cbnittiIiBi«i Ton irgend' drai I 
entsprechenden £benenpaaren nicbt in einer Ebene 
liegen, oder 

.3) wenn'^'ibiW Aien in einer Ebeitfe Segen, bi der 
. aber nicht zwei entsprechende Ebenen (c, t|) ver- 
' dnige^ suuL' * 

Im Allgemeinen' sind bei der sduefan Lage zweier 

projecttTischen Ebenenbfischel ^, Sl^ folgende zwei 
HaoftCKUe an unterscheiden, nftniich entweder liegen 
ibre«AiMi 9t» 91i * 

a) in einer Ebene, oder • ' 

b) nii)lkt ift ein^ Ebene. i 

Im Falle (a) *Mmm nolbwendigev Wesse die Axen | 
sich iu einein Punkte schneiden, der D heifsen mag, ! 
und da Jede Ebene durch denselben geht, ao geht | 
folglich auch die Dorchsehnilislinie von je swei ent-* 
sprechenden Ebenen durch denselben. Insbesondere 
können die Axen sammt den genanotea DnrchschuitU- 
linien parallel sein« . . * .1 

Im Falle (b) gehen die Durchschnitlslinien der 
entsprechenden Ebenenpaare uich^ mehr durch ei- 
nett und densetlien Punkt; wohl aber schaeidat jede' 
die beiden Axen 91, Sli, und alle sind einem gemein- 
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Samen Gesetze ooferworfen, welches mb 4^*11^ Kapitel 

uüber untersucht werden soll. 

Die Aufgabe: „Wenn bei zwei schiefliegen- 
den projectirischenEbenenbüscheln drei Paar 
entsprechende Ebenen gegeben sind, andere 
entsprechende Ebenenpaare zu finden, oder 
mit anderen Worten, die Ebenettbdschel schief 
aufeinander zu projiciren;'* ist in beiden Fällen 
(a, b) leicht zu lösen» nämlich dadurch, dafs man Ge- 
rade oder ebene Strahlbflsehel zu HUlfe nimmt und 
sofort auf ahnliche Weise verfährt, wie in (§. 24, III.). 
Im Falle (a)^ bedarf man nur einer einzigen Geraden 
als Hülfslinie, die nllmli^ drei Dnrcbsduiittslinien von 
Irgend drei entsprechenden Ebenenpaaren schneidet 
(§. 51.). 

Femer Ist die Aufgabe: „Zwei schielliegende 
projectivisehe Ebenenbüschel in perspectiTl- 
sehe Lage zu bringen;" zufolge der mit der per- 
spedivischen Lage verbondenen Umslttnde (L) leicht 
zu lösen. 

III. Zwei projectivische Ebenenbüschel könuen 
endlich' anch so liegen, dab man ihre Lage sowohl fiir 
perspectlvisch als schief halten kann, wenn nSm- • 
lieb ihre Axen zusammenfallen (vergL §. 16.). In die- 
sem Falle finden ganz ähnliche Umstände statt, wie 
bei zwei aufeinander gelegten pro)ecti¥ischen Geraden^ 
oder bei zwei in einer Ebene liegenden concentrischen 
projectiTischen ebenen Strahlbüscheln (§• 16^ IIL); denn 
schneidet man z. B; die gegebenen Ebenenbüschel % 
9f| mit irgend einer Ebene, so entstehen zwei ebeue 
StraUbttschel B, Bi, welche die angegebenen Bedin- 
gungen erfüllen. Daher werden bdL den Ebeneidba- 
scheln ^, Sl^ im Allgemeinen zwei Paar entsprechtode 
Ebenen aufeinander faUen» u. s. w. Und daher wird 
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man diese vereinigten entsprecbeudcu Ebencupaare nacb 
(§. 17.) leicht finden. 

Sätse and PoriBmen durch ZusammenftUlliinf p'rojeo- 

tiVischer Gebilde. 

32. Durch die bisherigen Betrachtungen sind die 
Fmidameiitalafttse ttber pro^edivische Geracte, ebene 
Strahlbüschel und Eb^eobfiechel im Raame entwickelt 
worden. Die weitere Betrachtung konnte sich nun mit 
yenchiedeven Yerbindimgen und ZusaaiiiieiieteUunfi;^ 
^er genfinnten Gebilde beschäftifea, wobei die gefun- 
^oep SmiGg durch Wiederholung und Verbindung, zu 
xwMiyniiiftngegetzteren S^en führen wfirdep» auf .ähn- 
liche Weise wie im ersten Kapitel von (§. 19.) bie zu 
]^<le. Aliein ich werde mich ^ejr nur auf einige we- 
nige Verbindungen beschränken, und am SohloBae in 
Emrei Allmerklingen zwei Reihen von leidit an^zaCQh* 
fen^en Betrachtungen kurz andeuten. 

Den obigen, in (§. 22.) aufjgesteUten, Sätzen eiftr 
efuredien hier folgende^ Ton deren Riditigkeit man aich 
mi(t§l6t vorhergehender erwiesener Eijg^cjiallen leicht 
4^er2^iigen wird.. 

I: „Wenn von n Geraden I. „Wenn von n Ebenen- 

A, , Agv-.An-i, die durch büschein 5(, 2(,, 5(2» 9(n-i 

denselben Punkt gehen deren Axen in derselben 
(aber sonst belieb ig liegen), Ebene liej^en, der Reihe 
der Reihe nach jede mit nach jeder mit dem darauf 
^er darauf folgenden pro- folgenden pro jectivisch ist, 
jectivisch ist, und mit ihr und mitiiim perfipeciivisck 
perspecti vis ch liegt, so liegt, so sind je zwei pro- 
kinA je zwei pro jectivi sch jeetiTisch und liegen per- 
wA Ueg«a perapectivisch«" .s{ieetiTiac;k" . ..- 

• IL. f!W tun drei firo jeetlTi-' l][.nWeii»<die.Axen dreier 
aelieGeirftdeA, A|, A^, durch projeotiTlicheD Ebenenhft- 
denaelbeb Punkt gehen, schel 9|, ^2 In einer 
^Ail wean darin drei ent- *EV«iie tiiegen, dad Ivenn ia 
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Iprechende Punkte (c, e,,e2) dieser drei entsprechend« 
vereiniget sind, so d a f s je Ebenen (f, tc rein iget 

zwei Gerade perspectivisch sind, so dafs je zwei Ebe- 
liegen, so liegen die drei nenbüschel p ersp e ctivisch 
ProjectionspunkteCBJJpBo) liegen, so schneiden sich 
die ihnen, paarweise ge- die drei perspectivischeti 
nommen, zugehören, in ei- Durchschnitte (B, B, , Bg), 
ner Geraden 2(, oder so d ie ih uen zugehören^ iü ei- 
sind sie mi t eine in bestimm- ner Geraden A, oder so 
ten Ebenenbüsehel ^ per- sind sie zugleich mit einer 
spectlviscli (§.27,111.), d.h., bestimnilen Geraden Aper- 

die Ebenen «, , wel- spectivisch (§. 27, III.)« d. h, 

che durch je drei entspre- die Punkte ö, 5,..!.., in 
chende Punkte a, tti, (la' ^) welchen je drei eutspreo 

6«; der Geraden b e- chende £benen «, «^J Ä 

stimmt werden, bilden ei- ß^, ßc,\ der Ebenenbü- 

nei^ Ebenenbüschel %^ sehe! sich schneiden, liegen 

in einer Geraden A." 

* 

IIL „Wenn ▼i«r projccti- III. „Wenn vier projecti- 
Tiaclie Gerade A, k^^ k^,k^ yi8eheE%tfnenbft«ckel$(,9)|, 
' sich in einea Punkte schneid Sis, 9,, dereil Axe« iii ei-* 
den, und wenn alle unter ner Ebene liegen« unter 
ei:nander perspectiyiacli einander perspeetiTiacli 
sind, so lügen ron den ili- sind, so sebneiden sifrb T^n 
■ en- SU gebörigen ■ Secks den ibnen.sugeb5f igen «edis 
Projectionspunkten vier perspectiTiseben Dureb- 
mal drei in einer Geraden, scbnitten Tier mal drei in 
und* folglich liegen alle einer Geraden, und folg« 
secbs in «einer Ebene, und lieb scbttei'den. nicb alle 
^ folglicb liegen vier ent- secba in einem Punkte, und 
sprechende Punkte, etwa folglicb scbneiden sieb Tier 
in dieser Ebene.** entsprecbende Ebenen, et- 
wa ßi, ßs, ßit in diMetti 
.Punkt«.** 

IV. „Bewegen sich n Punk« V. „Dreben sieb n Ebenen 

te a, tti, ag, fliixi nach u^, «,,.....a»~f nach der 

der' Reihe in n beliebigen Ilcihe um n beliebige feste 

festen Geraden A»A^,A^, Gerad^'St, Sl^, 3(21 ^"-«N 

An— I, die durcb denselben die in einer Ebene liegen, 
Punkt geben, und drehen ^nod bewegen aich die m*«*! 
aicb die n — 1 Geraden (a, a«, Duccl^cbnittslinien (a, a|, 

a^ an— t)» welche durch a^,^ ob-^s^ der Ebenen- 

die Punktenpaare «A,*, a|#£, |fc«r« « und a«,«! nnl«f,.V:.. 
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«R— 2an~i geben, ••cb on^t wid Bfteb' dfer 

der Reihe nm a — I feite Reibe in b — 1 festen £be- 

Punkte (B,B„ Bg, B.-t), »ea (B, ß„ B2,.....Bii^f ), ee 

Bo dreht sich die Gerade befregt sieb die Dareb> 
durch je zwei jener Punkte sebaltttliaie Toa )e «wel 

(a, a«, 02 ) um einen fe- jener Ebeaen («, a^, ) 

Bten PunkC • in einer festen Ebene.*' 

Das obige Porisma toPappus (§.22.) ist al« he- 
eonderer Fall in dein vorstebenden Satze (IV« links) ent- 
liahen, nSiiilich es entbftlt die Einscbränkiuig, dab die 

gegebenen GeradeD A» Ai, A«^i In einer Ebene 

liegen. 

Es nöge hier, ab Beispid, noeh folgende Auf« 
gäbe Plate finden, welche die obige (§. 25.) als beson* 
dem Fall in eich scbiiefst. 

V. i^Wenn im Räume irgend n Gerade A, 
Ai, At,.....Aii.i gegeben sind, die ein schiefes 
n Eck (oder n Seit) bilden (d. h., jede schnei- 
det die darauf folgende und/die letzte die er- 
st«), und'wenn in jeder Ebene die durch zwei 
aufeinander folgende Gerade bestimmt wird, 
irgend ein Punkt gegeben ist, also im Ganzen 
n Punkte (B, Bi, B,, Ba~i), so soll ein ande- 
res (schiefes) n Eck beschrieben werden, des- 
sen Seiten nach der Reihe durch diese Punkte 

gehen, und dessen Ecken nach der Reihe in 

< * 

jenen Geraden liegen. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der obigen (§. 25.) 
ihnlidi, so dafs jeder sie ohne Schwierigkeit wird aus- 
führen können. leb will nur bemerken, dafs die ge- 
genwärtige Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Auflösun- 
gen zuIäÜBf, Weil die Rangordnung der gegebenen Ele- 
mente nicht verwechselt werden kann. Diese Beschrän- 
kung der Zahl der Auflösungen wird aufgehoben, wemi 
die Angabe in folgender Gestalt gegeben wird: 
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J&lni B beliebige Ebenen B; B„ B,,./.;.B„., 
und in jed^r irgend ein Punkt, also n Punkte 
Bf Bi» Bt» .«..Bii^» gegeben, ao Böllen n andere' 
Eb enen ttf &%$ ••••• ttm—t eo gelegt werden, 
dafs sie nach der Reihe durch die Seiten des 
• durch jene Punkte bestimmten schiefen n£ck« 
geben, und dafs die n Dnrch^cbnittalinien der 
aufeinander folgenden Rbenen, in jenen ge* 
gebenen £benen liegen." 

I 

* 

Erste Anmerkung. 

T«n prejectiTiachen Gebilden die ia eiaen Sir#klbfti 

sohel im Haaaie liegea, 

33. Zum Schlüsse dieses Kapitels ist noch eine 
besondere ZusannnensteUung tod projectiviseben Ge- 
bilden, und «war Ton ebenen Strahlbflsebeln und Ebe- 
nenbüscheln näher ins Auge zu fassen, nämlich dieje- 
nige Zusammenstellung, bei welcher die genannten Ge- 
biMe sSmmtUch zu einem Strablbüscbel im Baume ge- 
hören (§. 1, y.)y d. h., bei dieser Zusammenstellung 
haben alle ebenen Strahlbttschel einen und denselben 
Bfittelpnnkt und die Axcn aller Ebenenbttschel gelm 
durch diesen nämlichen Punkt, welcher Mittelpunkt des 
Strahlbüschels im Baume heilst und durch D bezeichnet 

» 

werden soll. 

Unter diesen UmstSnden finden offenbar zwischeii pro- 
jcctivischen ebenen Strahlbüscheln und EbenenbÜscbeln, 
die in demaelben Slrablbüscliel D liegen, durebireg 
Kehe Betiebungen statt; wie zwisdm projecdvischen 
raden und ebenen Strahlbüscheln, die in derselben Ebene 
liegen und Wor«n das eiHte Kapitel handelt. Denn wiril 
der StiaUbfisehel D durdi irgend eine Ebene, £ bei- 
fsen ntag, geschnitteni , so. wird jeder Ebenenbttschel in ei* , 
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nem ebeoetf SMlüMladiel, jeder ekene StrablbftBdiel in 

einer Geraden, und jeder Strahl in einem Punkt geschnit- 
ten; ann können alle ^diese durch dea IMirditacluutt 
eneugten G^lMe ia der Ebene B als perspeetiTiscl 
mit den ihnen zugehörigen Gebilden im Strahlbüschel 
' D angesehen werden (§. 27,111.), und alsdann, werden» 
wenn* iri^d zwei Gebilde -in der Ebime E projecti» 
visch sind, auch die ihnen entsprechenden Gebilde im 
Strahlbüschel D projectivisch sein (§. 30, iV.), und 
auch umgekehrt; daher werden^fast alle Gesetze» Ei« 
genschaften, Lelirsälze, Porisnien, Aufgaben, u. s. 
die bei projectivischen Gebilden in der Ebene E statt 
finden*, andi auf ibnÜche Weise bei den äineii ent- 
sprechenden Gebilden im Strahlbüschel I) statt haben, 
so dafs nur einzelne besondere Eigenschaften und Um« 
■ünde bierbd eine Ansnabme machte. 

Demnach würden alle Untersuchungen, die im er- 
sten Küpitei über (jrebiide in der Ebene £ durchge- 
lülirt worden, auf entsprechende Weine bei den Ge> 
bilden im Strahibüschel D auszuführen sein; da aber 
diese Untersuchung, im Grunde genommen, nichts we- 
sentlich JSeues emtiuelle, wdl sie, wie wir eben ge- 
sehen , unmittelbar ans 'der Untersuchung in der Ebene 
E abgeleitet, oder auf dieselbe zurückgeführt werden 
kann, so> werde kb micfa bier nicht Ittnger damit auf- 
halten, indem es durchaus nicht schwierig ist, bei je- 
dem vorkommenden Falle, nach den bereits gegebenen 
Andeotabgcn, sich znrecht za finden.' Ich wiU nur 
noch erinnern, dafs die Figuren in der Ebene E mit 
den ihnen entsprechenden Figuren im Strahlbüschel D 
attf gewisse Weise Übereinsimimen, d. h., einm Viel- 
eck in E entspricht ein gleichnamiger «Söriperwinkel 
in. D, z. B. dem Dreieck, entspricht ein dreikantiger 
oder inMMti» iUtapmfmkel». dem Vierttli/M^ 
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spricht ein vierkanliger Körperwinkel, u. i. U., und 
dem' KAiät! ontspricfat* etti 'Kegel' (zvvellch Grad«»). 
Als ein zweckniSfsiges Beispiel zur Erläuterung 

des Gesagten mag fplgende, Aufgabe dienen« 

„Wenn zwei proiectiviache ebene StrahU 

• ••• »»'«' * I 

bdscnel Bi'/B« *in einem Stfalillifl'schel'B'per- 

Bpcctivisch liegen, so dafs zwei entsprecliende 
Strahlen e, et vereiniget sind (§. 28k)i'«D4 «M» 
denkt stell den «ftine^ S^i^aUbÜechel l^eslv 
rend der andere sich um den gemeiuschaftli^ 
chen Strahl heruuibewegt, so ist' di« Ifragt» 
welehe Fliehe durch die Pro) eolioneäx 6.81 <d.fa. 
Axc des Ebenenbüschels, in "Welchem beide Strahlbü- 
ficbel Bj Bi liegen (§. 28.)) beschrieben werde,** - 

Man denke sich einte £bene £, welche zu dem 
gemeinschaftlichen Strahle eei senkrecht ist, so wird 
sie die ebenen Strablbüschel ß^, in zwei Geraden 

A^ schneiden I di^ dntet'sicb perspectiviseh sind, 
^fe etwa (Fig. 7.) sie darstellt, und der Punkt B, m 
welchem sie die Projectionsaxe 21 schneidet, ist der 
Projectionspuqkt der Geraden A» Af Wird nuu der 
eine Strahlbüsfchel, etwa Bs, ahf ^ ^ngegebetee. Art 
bewegt, so wird sich die zugehörige Gerade Aj in der 
Ebene £ um den gemeinschaftlichen Durchschnittspuukt 
eer der Geir^dit^ di^eben,' und ^er Pro)cN!lionspunkt .B 
wird sich in einer bestimmten Kreislinie bewegen, do- 
Ten Mittelptinkt v ist (§. 15.); daher wird die Projec- 
tlonsate 9f ein<^ Kegdfldche D zweiten iärades besohFei- 
ben, die durch jenen Kreis geht, und zwar ist dieser 
Kegel ein schiefer, weil das aus dem Scheitel D auf 
die £bene £ des Kreises gefällte Loth ee^ nicht den 
Mittelpunkt (r) des Kreises trifft. „Also beschreibt 
die Projectionsaxe ^ eine schiefe Kegeifläch'C 
'di«Voii^'jedlsr £lrcfiie, 'welcbe su demfeinein- 



Digitized by Google 



124 Von proj« Gebnde«. «uT 4». KugelflSchs. 54. 

schaftliclieii SCmhle eet <ler SUaklbflacliel B|, 

U, senkrech/^Jst, io einem Kreise ge^scbnitten 
wird^" • . . 

Zweite AnmerLung. 

■ 

Von projectiviscUen Gebilden auf der Kugellläciie. 

34. Henkt »an sieh eine KugelflSche die den 

Mittelpunkt D des vorhin zu Grunde gelegten Strahl- 
Msehel» im Baume (§. 33.) zum Mitlelponkt haA^ m 
. wird dieielbe tob den Gebilden, die im Slrablbfiscbel 
D liegen,' wie folgt geschnitten: von jedem Strahl 

(a, by....^ in einem Punkt (a, b, ); von jedem 

dienen Strahlbftecbel B in einem Hanptkreise (grOfa- 
teu Kreise) H, dessen Punkte den Strahlen , und des- 
«en Abschnitte (Bogen) den Winkeln des StrahlbA- 
aeiiek entsprechen; von einem übenenbQschel S in ei- 
nem sphärischen Strahlbüschel 93, d.h., in einer 
unzähligen Menge von Hauptkreisen, die den Ebenen 
de« Ebenenbttoehels, und deren Winkel den Winkefai 
der letzteren entsprechen, und die alle durch densel- j 
ben Punkt fb (Durchschnittspunkt der Axe M) gehen, | 
welcher Hittelpunkt des spliAnschen Strahlbflachels 
heifsen soll. Werden nun irgend zwei Gebilde (H nnd 
oder H und Ui, oder S& und auf der Kugel- 
fläche K, wenn ihre entsprechenden Gebilde (B und % 
oder B und Bi, oder 91 und Sd) im Strahlbüschel D 
projectivisch sind, ebenfalls projectivisch genannt 
so folg! mit dieser {Irklärnng zugleich^ da&f die wesenl- 
lichsten projecti vischen Beziehungen, welche zwischen 
deu Gebilden im Sirahlbüschel D (oder zwischen den 
Gebilden in der £bene £ (§. 33.)) statt finden, auch 
zwischen den Gebilden auf der KugeUläche K statt ha- 
ben müssen* 

Wie man hierans siehtt sind also dio^etrachtimgeB 



\ 
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mS iv Kogfllflftche K dorcliaas mditSi eigentlillnilich 
Ifeneft,' tondm»* sie ' sind nur als eine liesondefe B»^ 

scbriinkuug der Bclrachluugcii im Strahlbiischel D an- 
zusehen. Ucborhaupt haben Untersuicliiingen auf der 
KugdMache selten* dieWIcitigkelt, M Win ihnei^ rar« 
möge einer oberflftcbliehen Ansiditv lieieulef^eu geneigt 
isf. Denn oft lassen sieh dieselben aus entsprechenden 
Untersuehnngeniiiit StraldbUschel D ^oder in der£bene 
E ableiten, md ^ide dersel be» liefoen sich dsMUaanoii 
an(*ähnliphe Weise auf andere krumme Flächen üb^ 
tn^. Uebeir die Ait und Weise»< ^».im AUgegiei^ 
nett, OperMiniien (Constrdctiönen) aiiC' der KugelflMM 
ausgeführt werden können, werde ich später handeln. 
Mao kann ntalieh die Kngelflttohe. altein aU Oper»- 
ntionsfeid annehnven, oder »an Jumn die entsprechen* 
den Operationen im Sirahlbtischel D, oder in irgend 
einer* £bene £ ausführen» und sodann auf die -Kugel«* 
Allehe K t&ertrs^^ Finge nuin mil dei>*Conijtraetioii 
auf der Kugeifläche K an, so liefsen sich umgekehrt 
die gefundenen Resultate auf den Strahlbiischel D oder 
anf die £bene £ übertrageni welches aber nidU' der 
nweckmäfsig^te <^ang sein m(Vchtc. ' * 

lieber die Betrachtung projectivischcr Gebilde anf 
der KngelflAche wiU ich nur noch bemerken, dab-nnr 
wenige Ton den Eigenschaften, die im ersten Kspitel 
an projectivischen Gebildcu in der Ebene nachgewiesen 
werden, nicht auch anf entsprechende Weise bei jenen 
sidi vorfinden; nu solcher Anftnihnie gehSren ^ B« de# 
Parallelismus der Geraden, und ihre unendlich entfern- 
ten Punkte. Dagegen sind die Eigenscbafteiiy Welche 
anf die . prfi^eetimche Begehung gcgrüüdel sind, auf 
Unliebe Weise vorhanden, wie in der Ebene £, oder 
wie im Strahlbüschel D. Denn da offenbar die Ab« 
adNutte (Bogen) dnes HauptkreiBesIIgera&e di|sMaai> 
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der ihnen eBtspr^cheudeD (gegenüber stebcnilen) 

d» diis IV^iokol, wddbe die ^Mlilio «iBf«i epliBlrischei 

StrahibüschejUJS mit einanden.lttld^y^pffeQbiEir die nskSm- 
Iklwirtiod» welche die ilwwBr^iPaiipMohepdih. Ihwiai 
im- gugehörigea Ebetfepbitocfael.H <iäeiiHiefceii,-'go iwb 

iolglich auch bei prpjectivi^chea Gebilden auf der Ku^ 

Mim«dfttu^: bei Haüptkieieen'die Staus idcv Bogen, «ni 
ibeiSlrahlbüsdheln 0b) die Sifius der von den SCrahlat 
eiDgeKhlotteQWv'VKiiikili; KenoauileB .^fw^Nt Daher 
kAp, z,'B.i ^'afs €8«1> bei^aw«! prajeMl^^aclieii 
Hauptkreisea Hi zwei entsprechende Ah- 
6ioh»1:tte (BDseD> igiefcl» .dia. Qoitdjraotea smd; 
2) dafet«8 bei'.zweiipir^ifectiTisolidA.jefibArlaehea 
Strahlbüscheln %i zwei entsprefCihende 
recbte .Wiftkel ^iebi; imd 3) daU es brel eines 
HaoptiijreiBe H «mdveineniiStrafalbllteh'eligSv dl» 
proj ectivisch sind; einen Quadranten und ei« 
Ben rechten Winkel gieht« die^^sieb enttpre* 
eben;.Jind dafs in* Besag eaf diefee eigenfhfi» 
liehen Elemente dasselbe Gesetz statt findet, 
wie .bei projectiyiacheni Sirahlbliscbeln B, B| 
in der Ebene (§.1% I, S, odern#ie:bei pro* 
jectivischen Ebenenbüscheln 21, Sl, (§. 30,, V^)*** 
^ Femer ist bei pro)ectiviachien sphärisohen.GebUden p eiw 
speottTlscbe ,Qnd schiefe Lege-^en abterscbeMei^ 
bei der crsteren haben zwei Hauptkreise einen Pro- 
leciienspunkt,. und. zwei Strahlbüschel baben einen i 
persp^ctivifliehen Dnriehsebnitt Aus dem oBi^ 
Beispiel (§. 33.) folgt hier der nachstehende Satz: 
»Wenn zwei projectjyische üauptkseise f^B» 
perspectiTiseb liegten und wenn der eine fest 
bieibti während der andere sich um ihren ge- 
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metnscLatftlicheu Durchschnitt&punkt heram^ 
l^ftvrigt^ -sa J»64regt Mob cLer ßrojeetioBspiuikt 
in- einem «pkftMMlreii'i Kegel« (d. i. de» 
DurchßchDitt eines Kegels zweiten Grades, dessen 
ficbeilel inf Mittel|Hiiikt dep-Kagel liegt, aik der 
igeWSehe),^ — Vf erden vfitA gldebaittge pmjei^fkdie 
sphärische Gebilde (H und Hi, oder i& nnd auf- 
eitttndergelegt, so finden ddbei Ilhnitche Udistände etat^ 
wie bm- den entsprecheiide» BBtrecfaCan^en* in (§. 1& 
und §. 31, III.); ferner kann dabei eine entsprechende 
Aufgabe ^ijesteUt» und auf älmltclie^ ein£adie Weise (mii^ 
leiat einet Kfeisea oder irgend einea aphiriaaben Kegel- 
schnitts) gelöset werden, wie in (§. 17.), welche so- 
dann eine' eben so fruchtbare Anwendung findet^ wie 
dKe letztere- bei den naeh ibr folgenden 'Be(racbt«B$> / 

gen u. s. w, - * ' • • ' ' »• 

»• • » l* ' * » • * • . • * »».< f 

Dritt^es ,Kapitel. ; 

£rx€ugung derLiaien und der gcradUnigenFlächea 
aweitei^ Or^nu^g dar;eh,.projeclAvi«€be G^ebilde«. 

35. Bei der obigen Untersuchung projectiviacher 
Gebilde wurde bei der aebiefen Läg^ dteraelbeB die i&ft- 
here Erforschung der Gesetze, welchen bei zwei Geraden 
Af Ai die Projectionsstrahlen (§. 9, 1.), bei zwei ebenen 
SirabBittBcbeln Bi die Dnrcheotoiitte der entapre- 
dienden Strablenpaare, oder die durch entsprechende 
Strablenpaare bestimmten Ebenen (wenn B, Bi im 
StrablbüBcbel D liegen (§.«33.)), und bei zW^ Ebenen- 
bfiaebeln' 9fi die Darchsclmrttslinien der entspliechen« 
den Ebenenpaare (§. 31.) unterworfen sind, absichtlich 
faittiedeni Bieae Unfeeraudinng aoli jetzt nnobgeholt 

0 

am 
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w«te» SieSliirl^ wie mtm sAen wkd» w ikn Mer- 

essantcsten und Inichtbanten Eigenschaften der Linien 
sweiler Ordnung, oder der sagenannten Kegebchnitt^ 
mm ieornJuA iatc alk an Area. Eig<iwrhti»n der kls> 
leren, in einem nmÜMeenden Zotumnenhange, auf eine 
überraschend einfache und anschauliche Weise ent- 
wiokebi letaen, ntoUch eia xeigt die ttulliwendige EM* 
•tehong der Kegelsdinitte ans den geonMtrischen Grund- 
gebilden, und zwar zeigt sie dadurch zugleich eine sehr 
merkwQrdige doppelte Erzengong deBsen>en dnrck 
, , feellviedie Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte Er- 
ateugung der geradlinigen Flächen zweiten Grades, d. h., 
aller derjenigen Flächen xweilen Gradest in weichoi : 
gerade Linien Hegen (d. L Kegel, Cjlinder, emfaehai ! 
ü^'perboloidj hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebeneo). 

Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die 
Mathematiker in älterer nnd neuerer Zeit die Kegel- 
schnitte erforscht, und welche fast zahllose Menge von 
Eigenschaften sie an denselben entdeckt haben , so ist 
es in derThat aoffallend, dafs die vorgenannten Eigen- 
schaften so lange verborgen bleiben konnten, da doch 
aus ihnen» wie sich zeigen wird, fast alle bekannten 
Eigenschaften (nebst Arielen nenen), wie ans einen j 
Gufse hervorgehen, ja da sie gleichsam die innere Na- 
tur der Kegelschnitte vor unseren Augen autachliefseiL 
Denn wenn auch Eigenschaften bekannt sind, die den 
genannten nahe liegeo, so finden sich doch, meines 
Wissens, letztere nii^ends bestimmt ansgesprocheii, in 
keinem Falle aber wurde ihre Wichtigkeit eiimnnt, die 
sie durch die gegenwärtige £nt Wickelung, wo sie zo 
» Fundamentaisätzen erhoben werden, erhaltsvi, übrigens I 
bin ich anch nicht einmal doieh Jene auf diese gefUnt 
worden. ' 

Da der hier vorgestreckte Zweck die Betrachtung | 

pro- I 
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projecfiriscfaer Gebilde ist, so dOrfen die Kegelschnitte 

hier noch nicht so ausführlich untersucht werden, als ' 

' 6S aiittebt der erwttiiteii £igenschafteii leicht f eeche- 

hen könnte; sondern Ich werde mich blofs auf einige 

wenige Entwickelungen beschränken, die entweder aus 

dem Gange 'der Betracbtong $etiet -GeUlde nothwemdig 

hervorgehen^ * oder*' die sur ' Erforschung derselben in 

der Folge dienlich sind. Später, nach vollendeter 

fiNunehfOhrong der Untersuobiuig' pro)eelivischer ftdbilde 

sollen** alsdann die Kegelsclinltte einer umfassenden Un« 

tersi^cbung unterworfen werden, die sich auf ihre vor^ 

^ffwdinte Ercengung durch projcctivische Gebilde grfln« 

den wird, wobei lelztere- sodann nur als untergeordnete 

Hülfsmittel dienen» und wodurch die vorstehenden Be-^ 

hanptungen sollen^ gerechtfertigt i/?«rden. f 
• , "•••*!•' 
Gegenjeiliger Darchtchaitl der Ebene and, der , 

Kegelfllche. 

8^ Zunächst soll hier -eine kurze Betrachtung der 
eigentlichen Kegelschnitte, wie sich dieselben beim Ke^ 
gel der-unmittelharen Anscbaoung - darbieten, vörange^ 
schickt und dabd vomehmUch auf 'einige UiAstttnde, 
die für die synthetische Untersuchung derselben sehr 
wesentlich- sind, äufinerksam gemacht werden* liu,t 
mnÜ ich b^efaerken^ dafis *diese Betiachtung, genau ge- 
nommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes Heft) ange- 
hört, woselbst sie in einem umfassenderen Zusammen* 
hange ansgefiQhrt werden wird» 

' . Denkt man alle diejenigen Strahlen ül, , 5/2...... 

eines Sürahlbüschels welche d^rch irgend eine Kreis- 
'linie K gehen, wie etwa (Fig. Sß.); Ifro das Papier die 
Ebene E des Kreises vorstellen und der Punkt D über 
derselben liegen soll (§. d4.), so heifst die Fläche, wel- 
che vto ^sHi Strahlen erfiOlet wird^ Kegeim&eke, 

9 
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und zwav, weil sie, so wie der Kreis, von irgend einer 
Geradea böchstens nur in t&wei Punkten geschniUen wei- 
den kiinn, to heifst^sie» ans^ Pollen «Besctf ünutamleiy 
Kegelfläche vom zweiten Grade. Wenn man 
sieh die Strahlen (oder Kanten) mtht dnrcb den Kreis 
K and durch dett Punkt-I) begrenzt» tondem idelnMlit 
unbegrenzt vorstellt, so' siebt: »an, daCl die KegelfläcKe. 
auB' zwei gleichen Theilen besteht, di^ mit ihn 

nen^pilaetf in dem PankteJOsfiBaiBmanstobeo» ^o' daii 
dieser „Mittelpankt*' des Kegele oder der Kegd* 
fläche .genannt wird (ßiot.). Ferner nex^ man jede 
Ebene, wdche durch «kn Mi^elpunkt B iwd diuroli/UH 
gend eine tangente A desKreiees gebt» Bepühritngs«^ 
ebenem (berührende Ebene),. weil nämlich nur ein ein-« 
clger Strahl der.lC^elilflohe in ihr liegt, ^ntoltfiktWü 
derjenige, welcher durch den Berührungspunkt B der 
genannten Tangente geht. Nun nennt man ferner die 
Durchscbnittsijgur, welche irgend eine Ebene , mit der 
Kegelflftehe bildet, d. h., die Gesanuntb^it .aUer Bnnkte 
die sie mit ihr gemein hat, Kegelschnitt. Bas Ge- 
meinfichafüiche und. das Besondere oder Eigenthüniliche 
der gesammtcn Schnitte eines Kegels ISlst sich bequem 
auffassen und übersehen, wenn vorerst die Schnitte. » 
derjenigen. Ebenen, weiche durch den Mittelpunkt D 
geben, untersucht werd^ .i£ine solche Ebiene kann 
sich auf drei wesentlich Terschiedeüe Arten zum Kegel 
verhalten, nämlich wie folgt: 
a) kein Strahl der Kegelfläche liegt in« der .Ebene, 
Sondern alle werden toH ihr im Punkte D ge- 
< schnitten; dahin gehört also jede Ebene, die den 
Kreis K .weder schneidet noch berührt. In Be- 
zug äuf jede'solche Ebene tiegen die beiden Tfaeile 
M, Ml des Kegels auf entgegengesetzten Seiten. 
b> ein Strahl der KegelflUche liegt -in der Ebene 



Digitized by Google 



f 

3& Gegeiis.DiiKlis(teittd#ElMii«ii*d.KegeIfläc1ie« 131 

nnd aHe fibrigen schneidet dct Im Pdolte IX; da- 
hin gehürea alle sogeiiannlen Berührungsebenea 
de8 .Xe§;el8. In Bezug auf jed^ soIcb^£beiie lie« 
gen- die . TheUe M» Mi des Ktegela auf abwech- 
selnden Seiten. ^' 
.. c) z.^ei Strahlen der Kegelfläche liegen in der Ebene 
// . timd/idie fibrigcai werden von ibfcilei. Punkte D 
^ . t, ' geschnitten; dahin gehört jede Ebene, die den 
. , )Krei$ K schneidet. Jede solche Ebene spaltet 
..1 jeilen TheiL M, Mi des Kegels in iswei Abschnitte, 
so dal» anf jeder Seite der Ebene CMfei Abschnitte 
. liegen» in .denen zusammen alle Strahlen, yorkom- 
• • aen, >die t^a der Ebene geschnitten werden« 
Da mm jede andere Ebene im. Ranme^' die nicht . 
durich den Mittelpunkt D geht, uoth wendiger Weise 
mit irgend einer nnter den vorstehenden drei Abihei- 
lungen . begiiffenen Ebenen parallel ist, so ' wird sie, 
ebenso "^vie die lelzlere, die Strahlen der Kegelüache 
entweder alle schneiden, oder nur einen, oder nur 
zwei derselben nicht in der That schneiden» sondern 
nach ihren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein, 
d. h.) mit ihnen parallel sein» diese besonderen Strah- 
Jen sind nämlich diejenigen» welche in jener durch den 
Mittelpunkt B gebenden Parallelebene liegen. Daher - 
giebt es folgcndiß drei Klassen von Kegelschnitten: 
L Jede Ebene» inrelche mit irgend einer unter der 
obigen Abtheilung (a) begriffenen Eb^ne |iarallel 
^ . ist, schneidet allc| Strahlen der KegelÜäche in end- 
licher Entfernung» und zwar schneidet sie .nur ei-> 
nen der beiden Theile M» Mi der Kegelflftehe, so 
dafs also der Durchschnitt, wie er sich der «n- 
mitteibaren Anschauung darstellt, eine geschlossene 
krumme Linie ist (durch die ein TheU der Ebene ^ 
ganz begrenzt wird). Ein solcher Schnitt, oder 

■ » 
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eine solche Linie, heifst Ellipse. Die Geraden, 
't ' »ia wttldien die schneidende Ebene die ücrührungs- 
' ebebeii' dbs Kiegels 'sdiiieidet, sind samimUcli Tan« 
genten der Ellipse, so dafs also letztere in jedem 
ihrer Punkte von einer bestiimuteh Geraden be< 
rQbrt 'Wird; ^ ^ater dieser K.lme>oii KegdschDit- 
» tön befinden sich insbesondere auch Kreiee, wie 
^' %} der Kreis J^, von welchem die Betrachtung 
< jinsgingif ferner gehören dahin, alf GreanfMe» die 

• ■ ' Schnitte der Ebenen (a), wobei nSnilich die EUip- 

' sen sich auf den einzigen Punkt D reduziren. 
Ui Md^ Ebenem die mit irgend einer unter (b) be- 
griffenen Ebene parallel ist, schneidet nur einen 
der beiden Theile M, der Kcgelfläche, und 
' «war Irifft sie alle Strsdilen in endlicher Enlfer- 
liung bis auf denjenigen, in Welchem ihre Parallel- 
ebene den Kegel berührt, und nach dessen unend« 
lidi entfernten Punkt sie gerichtet ist, so dafs also 
der Schnitt, ivie man in der Vorstellung sieht, eine 
gebogene krumme Linie ist, deren beide Arme 
sieb nach derselben Seite hin ins UnendKehe er- 
strecken, nämlich nach demselben unendlich 
entfetnteu Punkte hinstreben, nach welchem 
jener besondere Strahl gerichtet ist £id Solcher 
Sehnitt heifst Parabel.* Ble Durchschnittslinien 
der schneidenden Ebene und der Berührungscbe- 
nen des Kegels sind Tangenten der Parabel, so 
dafs also letztere in federn ihrer Punkte von einer 
bestimmten. Geraden berührt wird; jene Berüh- 
rangsebene aber, welche der schneidenden' parallel 

• ist, ist nach einer un'endlicb entfernten Tan- 
gente gerichtet, die nämlich dem unendlich ent- 
fernten Piukte der Parabet zugehört. 

Die Sobnitte der unter (b) begriffenen Ebenen 

$ 

• * 
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. geböim «k. QreDzßille hierher , näiiil ich bei ihnen 
riMluziren sich die Parabebi auf die einxelnen - 
Slralikn der Kegelfläche. 
.111. Jede Eben«, welche mit irgend einer unter der 
. ÄbtbeiluQg (c) begriffenen £bene parallel iat, achnei- 

t dct die mit ihr auf einerlei Seite liegenden zwei 
Abschnitte der IvegelÜäche, und zwar schneidest- sie 

. . alle Strahlen der. letzteren in endlicher Entfernong; 
ausgenommen diejenigen zwei, welche in der Paral- 
lelebene liegen^ und nach deren unendlich entfern* 
ten Punkten aie gerichtet ist, so daCs also der « 
Schnitt, wie man sieht, aus zwei gebogenen Linien 
besteht, wo?on beide Arme einer jeden sich ins 
Uinendliche erstrecken» und zwar so» dafis -die je- 
desmaligen zwei einander schief gegenüber liegen« 
den Arme beider Linien nach entgegengesetzten 

* Bichtongen aber nach demselben unendlich enU , * 
f ernten Punkte hinetreben, nach welchem näm* 
lieh einer von )enen zwei besonderen Strahlen ge- 
ricbtet ist; beide Linien bangen demnach dorcb 
diese unendlich entfernten Punkte zosammen, so 
dafs sie nur eine einzige Linie ausmachen. Eine 
solche Linie heifst UyperbeL Jede Berül|Fängs« 
bene des Kegels erzeugt eine Tangente der Hj«^ 
perbel, so dafs also die ielzlerc iu jedem ihrer 
Punkte von einher bestimmten Geraden, berührt 
wird; diejenigen zwei Ebenen, welche den Kegel 
in den genannten zwei besonderen Strahlen be«p 
rühren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den 
unedlich entfernten Punkten der* Hyperbel zuge« 
hfiren, diese Tangenten selbst befinden sich in 
endlicher Entfernung, vermöge ih^r besonderen 
Eigenschaft beifsen sie Asymptoten derHvperbel. 
I)Le Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen 
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gehören, als Gremfillle, hierher, nSmUch die Hy- 
perbel reduzirt sich dabei auf zwei Gerade, auf 
zwei Strahlen der Kegelfläche. 
Dieses (I, II, III.) sind die drei Arten von Kegel- 
schnitten; für die synthetische Betrachtang derselben« 
sind die Umstände; „d^i^ die Ellipse keinen^ die 
Parabel einen and die Hyperbel zwei nnend« 
lieh entfernte Punkte, und dafs nur die Para- 
bel eine «unendlich entiernte Tangente hat/* 
als einfache mlterscheideiid^ Merkmale wohl 
zu berücksichtigen. 

2^h der obigen Anmerkung (§. 3^) folgt nun, 
dafs 'Wenn Eigenschaflten irgend eines Kejgebcbnitti aus 
projectivisclien Gebilden entspringen, dieselben alsdann 
auch auf enlspre<^ende Weise bei der Kegelfläche und 
also auch bei )edem anderen Kegelschnitt statt haben 
müssen, so dafs, wenn z. B. ein Kegelschnitt dnch 
projectivische Gebilde erzeugt werden kann, dann auch 
die Kegelflä'che und feder andere Kegelschnitt aus pro- 
)ectivischen Gebilden entspringen nuifs, und auch um- 
gekehrt. Daher kann man, zur Erforschung solcher 
Eigenschaften», in Tielen EäUen sich nur an den Kreis, 
den bekanntesten und einfachsten Kegelschnitt (aufser 
den erwähnten Grenzfallen) halten, welcher leicht za 
behandeln ist, wie z. in der folgenden Betrachtung 
geschehen soIL 

Erzeagang derKegelschnittc und der Kegelfläche darch 

projectivische GeJ>ilde« 

87. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigen- • 
Schäften des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzeu- 
gung desselben durch projectivische Gebilde, nämlich 
wie folgt 

Werden aus irgend zwei Punkten B, B^ einer 



« 
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Kreislioie M (Fig. 37.) nach alleu übrigen Punkten a, 

b, Cy derselben Strahieu a» ; a^, bi^Ci, 

gezogen, so bilden diese 'unter ricli gldohe "Winkel, 
die paarweise über dcusclben Bogen stehen, nämlich 
es ist Winkel (ab) = (aibi), (ac) (aiCi), (bc) = 
(biOiX folglich sind die dadurch entstehenden Strahl- 
büschel B,Biy in Ansehung der Sirahlenpaare aunda,, 

b und c und Ci, , projectivisch gleich (§. 

13^ IL)* Denkt »an sich etwa den Punkt A beweglich 
und iSfst ihn dtoi Punkte B näher rücken, bis er end- 
lich mit ihm zusammentrifft, wie e, so wird nothwen- 
diger Weise der eine zugehörige Strahl • den Kreis 
berühren; eben so wird filr den ^unkt der mit B| 
zusammenfällt, der eine zugehörige Strahl dt den Kreis 
berühren, so dab also die den Tereinigten Strahlen d 
entsprechenden Strahlen e, dj den Krds in B, Bi be- 
rühren*). Die Strahlbüschcl 15, B, befinden sich dem- 
nach in schiefer Lage (§. 14.) und zwar sind sie, wie 
man sieht, gleichliegend ^) (§. l^II.)* 

Sind andererseits A,Ai (Fig. 38.) irgend zwei Tan- 
genten eines Kreises M, und sind q, r die ihnen pa- 
rallelen Tangenten desselben, von denen sie wechsel- 
seitig in den Punkten r, <\i getroffen werden, so wird, 
wie leicht zu sehen, die Gerade r<|i durch den Mittel- 
punkt M des Kreises gehälftet, so dab Mt « Mi|i, 
und es ist der Abschnitt ■= hqi und der Winkel 

*) Diescii stimmt •och lUmH Aherein» dafii die Wiokel, welche 

die entsprechenden StnUeopaare • nnd , b un4 b|, an den 

Pankten a, 6, uiter sich bilden, alle gleich sind, nnd zwar 

gleich den Winkeln, welche die Sehae et) mit den Tangenten in 
ihren Endpunkten büdet 

Dieser Umstand ist wesentlich, denn wenn die nämlichen 
$b'ahlbäschel sich in schiefer Lage befinden nnd ungleich lie- 
gend sind, so erzeugen sie, statt des Kreises, wie oben, die 
gjieicfaseitige Hyperbel^ wie mm sa seiaer Zeit sehen wird. 
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a «» «1* Ist ferner a eine beliebige andere Tangentct, 
die jene ersteren A,A, in.denPunkten a,ai ffcborifde^ 
so bleibt, wenn man diese mit dem Mittelpunkt M des 
Kreises durch die Geraden Mo, MOi verbindet, der 
Winkel aMai von unveränderlicher Gri^e, wie *- 
die Tangente a ihre Lage Snderai mag, nSmIich er 
(oder sein Nebenwinkel bei solchen Tangenten wie b) 
ist beständig >^a BIS «1*)^ und auüserdeqs sind die Win- 
kel und y^yy daher sind die Dreiecke eMai, 
arM, Mq^ai, durch Gleichheit ihrer Winkel, ähulicby 
so, daCsy vermöge der swei letzteren» man hat: '. . , 
«r : rH Miji : qiÄi, od«r , 
ar . Oi^i = Mr . Mq, = Mr^ ^ Mi^i* 
das heilst: das Rechteck» <it*ai<|i» unter den Abstän- 
den der Punkte a, Oi, in welchen irgend eine Tangente 
a die beiden festen Tangenten A, Ai schneidet, von 
den Durchschnitten r,()i der parallelen Tangenten r,^ 
hat C|ine beständige Grölse**^>» nämUch gleidi. dem Qua^ 
drate über Mr oder M^i. Daraus erkennet man die 
projectivisclic Beziehung der Tangenten A, Ai» in An- 
sehung der Punktenpaare a und Oi» i und 6i> » In 

welchen sie von den übrigen Tangenten a, b, ge- 
schnitten werden (§. 12, I.), so dafs also die letzteren 
die Projectionsstrahlen sind, und da(s insbesondere r» ^ 
was schon dureh ihre Bezeichnung angedeutet ist (§. 
9, L), die Parallelstrahlen sind. Lä£st man in der Vor- 
stellung die Tangente a sich so bewegen, dafs der Punkt 
Ü sich dem Durchsbhnittspunkte b der festen Tangen- 



*) Denn vermöge des Dreiecks aMö, tst jJ-f^y i^- o,.»2 R, 
und vermöge deg Vierecks StiTia, ist 2^-f^2;'+ aHf-«! as4R, 
folg^tJl ist 2«a»a-4*a|y uid da «»«,^^80 ist o^so8^a|. 

«0 BrisnehoB htt dissea Suis (Ir alle Ksgelschnitte hewie- 
•SU CKmoire sw ks Hgn^s da seeond ordre, JP^U. p. 27,); 
•piterliiii CS. 40, },) fbl^t derselbe annikteUunr« " 
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ten A, Ai nähert, to frfrÄ glefcbzeitig sein entsprechen- 
der Punkt ai dem Berührungspunkte der Tangente 
Ai nlher tficken, ond Zfmr dergestalt, dafa wena sieb 
a mit b vereiniget, dann auch di mit zusammenfällt. 
Ebenso folgt, dafs der dem Berührungspunkte e der 
Tangente A entsprechende Punkt tu im gegenseitigen 
Durchschnitte der Tangenten A, Ai liegt*). 

Aus den beiden vorstehenden Untersuchungen fol- 
gen also nachstehende Sätze. 

yjrgend zwei Tangenten „Irgend zweiPBRkte(ß,Bt) 
(A, Ai) eines Kreises sind eines Kreises ^ind die Mit- 
In Attsehang der ealspre- telpunkte zweier projecti- 
«henden Pttnktenp aare , in visohen Strahlbüschel, de* « 
welchen sie tob den übri* ren entsprechende Strah- 
gen Tangenten geschnitten len sich in den übrigen 
werden, projectivisch, und Punkten der Kreislinie 
swar entsprochen den in schneiden, nnd swar ent- 
ihrem Durclischnitte ver- sprechen den Tereinigten 
einigten Punkten 1>, ihre Strahl en d^ei die weehsel* 
wechselseitigen B e r ttk« seitigen Tangenten d^, e in 
rungspnnkte e." jenen Punkten (B, B« V* • 

38. Wie bereits ob^n bemerkt worden (§. 36, Ende), 
folgen nun aus dea eben aufgestellten Sätzen vom Kreise 
(§. 37.)» . unmittelbar entspi^echende Sätze vom Regel 
zweiten Grades und dessen übrigen Schnitten. Denn 
mrenn die Tangenten des Kreises K '(Fig* 36.) projee- 
tivisch sind, so sind auch die ihnen zugehörigen ebenen' 
Strahlbüscbel im Strahlbüscbcl D, deren .Ebenen den 
dem Kireise zugebörigen Kegd D berühren, unter sich 
projectivisch (§. 33.); und Vrenn die StrahlbUsdiel im 

m 

^ Dieser Umstand kann anoh daians bewieien werden, dab 
wem man sich ' die Gerade VLb denkt, dann TermOge der reoht- 
wmUigen» einander Ihnlichen Dreiedn? rMb, teM man hat tt • th 
sfM.tffi» nnd da rt n Ci , also auch fe . <|, « rM. rH» 
woraus man aieht« dafs e, C| die ohigo Bedingung zweier entspre- 
ehenden Punkte cilUlen. * 
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Kreise projectiviseh üaäi m tiiul «od» Ae flmeii «igeliO- 
rigeii ÜbenenbüscLel im Kegel unter sich projectiviscb, 
80 dafs ako uniDittelbar nacbalekeDde.Sfttze inA^m: 

I. „In irgend zwei Berüh- I. „Irgend zwei StraLlen 
r Uli e ben en eines Kegels einer Kegelflache zweiten 
zweiten Grades befinden Grades sind die Axen zwet* 
Bich zwei projecti vische er proj ectivischen Ebeaefh^ 
ebene Strahlbüscbel, deren büsch el, deren entsprecL en- 
entsprechende Strahlen- de Ebenenpaare sich in den 
paare nämlich in den übri- übrigen Strahlen schnei- 
gen Berfihrnngseben CD lie- den, und insbesondere ent- 
gen, nnd insbesondere ent- sprechen den in der Ebene 
aprcchen den im Durch- jener Strahlen yereinigten 
schnitte jener Ebenen ver* Ebenen (tf, ) diejenigen 
einigten Strahlen (d,e|) die- Ebenen (d,, <), welche den 
jenigen Strahlen (d,, e), in Kegel im deni^elbeB bcrfili- 
welchen dieselben den Ke^ reo*'* 

gel berühren.** 

Und umgekehrt: 

II. ^«de ZYTti schieflie. II* ^^ede twei schieflie- 
gcnde projectivische ebene gende projectivische £be- 
Strahlbuschel B, B| , die nenbüschel S(, S(, , die sich 
sich in demselben Strahl- in demselbenStrahlbü^chel 
bfischel D befinden, erzen- D befinden, erzengen einen 
gen einen Kegel zweiten Kegel zweiten Grades, der 
Grades, der ihre Ebenen dnrch ihre Axen geht« d^h.,. 
berührt« d.h., die durch die dieDnrchBchnittsliniender 
entsprechenden Strahlen- entsprechenden Ebenen- 
paare bestimmten Ebenen, paare nebst den Axen der 
Bebst denEbenen derStrahl« £benenbüschel, sind die 
büschel, sind die gesanun- gesammten Strahlen eines 
ten Berühmngsebeneji ei- bestimmtenKegels zweiten 
lies bestimmten Kegels Grades, und zwar wird et 
zweiten Grades, nnd zwar in jenen Axen {% St«) von 
berührt ,er die Ebenen (B, denjenigen£benen(d,,() be- * 
Bf) der Strahlbüschel in rührt, deren entsprechen- 
denjenigen 'Strahlen (d,, e) de in der dnrch dieselben 
deren entsprechende (d, e|) bestimmten Ebene Tereini- 
im Durchschnitte deisel- get eind.** 

ben Tereiniget sind." 

Da uua zwei projectivische eben« Strablbüschel 
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Bt die ia «rgend zwei BerfilinmgBdHAMii' desKegeb 
liegen, von einer beliebigen Ebene £ In zwei projectl« 
tischen Geraden A, Ai geschnitten werden, und da 
zwei im Kegel liegende projeoÜTisehe £beneiä>ttsdid 
9(, 9(i Ton feneir Ebene E m zwei projectivischen eb^ 
uen Strahlbüscbeln B, Bi geschnitten werden (§.33.), so 
lolgai also weiter, wie oben erwXliitt worden, für alU 
KegelscS itte nachstehende ]neri.w&^ge Satze': 

III. „Jede zwei Tangen- III. „Jede zwei Pankte ^, 
ten A, A, einesKege Isclinitts einesKegelschnitts sind 
sind in Ansehung derPunk- die Mittelpunkte zweier 
tenpaaro, in welclien sie projecti vischen ebenen 
von den übrigen Tangenten Strahlbüschel, deren ent- 
geschnitten >verden, pro- sprechende Strahlen sieb 
jectivisch, und zwar ent- in den übrigen Punkten des- 
sprecben den in ihrem selben schneiden, und zwar 
Durchschnitte vereinigten entsprechen den vereinig- 
Punkten (b, c^), ihre wecb- tenStrahlen (d^c,') dieTan- 
selseitigen Berührangs- genten (d,, e) in den gegen- 
punkte (^1, cV* seitigen Mittelpunkten 

CB„B).» 

Und umgekehrt: 

IV. „Jede zwei in einer IV. „Jede zwei in einer 
Ebene schiefliegende pro- Ebene schiefliegende pro- 
jectivisclie Gerade A,A| er- j e cti v is ch e (eb ene) S trahl- 
zeugen einen Kegelschnitt, büschel B, B, erzeugen ei- 
der sie berührt, d.h., sie nenKe ge Ischnitt, der durch 
und alle ihre Projections- ih re Mi ttelpun kte geht, d.h., 
strahlen sind die g e s a ni ui- diese und die D u r c Ii s c h n i l- 
ten Tangenten eines be- te der entsprechenden 
stimmten Kegelschnitts, Stra hl e n pa a re, sind di« 
und zwar berührt dieser gesara m t en Punkt e ei n es he- 
dic Geraden in denjenigen stimmten Kegelschnitts, 
Punkten (e, t^), deren ent- und zwar wird dieser in 
sprechende (e,, b) in ihrem jenen Mittelpunkten von 
Durchschnitte vereiniget denjenigen Strahlen (e, d,) 
• Ind.** berührt, deren entsprechen- 

de («1» d) vereiniget sind.** 

Es darf kaum erwShnt werden» dafs znfolge der 

obigen zweiten Anmerkung 34.) , bei projectivischen 
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6e)MMeii anf dir KugeUttcbe ttittfreAmdü' SMse stM 
finden. . ' 

39. Die 80 ebeft Mi%«9telkeA nenen «SttUo Ober 
den Kegel «miten Grades und deeeen SAnitte (§. 38.) 
sind für die Untersuchung dieser Figuren wichtiger als 
alle bisher bekaanleii SlUse über dieselbeo» dem sie 
aind die eigentliohen iraliren Fmdmeotalsltae,- "weil 
sie nämlich 80 umfassend sind, dafs fast alle übrigen 
Eigebschafleo jener Figaren auf die leidrteste und klarste 
Weise aas ihnen folgen, nnd weil atieh die Methode^ 
nach der sie daraus hergeleitet werden, jede bisherige 
Betraehtnngsweise an Einfachheit und Bequemlichkeit 
ftbertrifft. l^ewohl-kh mir Torbehalte, die genann- 
ten Figuren erst späterhin ausführlich zu untersuchen, 
so kann ich doch nicht umhin, hier schon einige der 
nächsten Folgerungen aus jener Hauptquelle zn ziehen, 
die zur Bestätigung der ebeu ausgesprochenen Behaup- 
tung, als eine kleine Probe dienen mögen. 

Was nSuilich den weiteren Fortgang der gegen- 
wärtigen Betrachtung betrifft, so soll nun zunächst noch 
auf einige besondere Umstände iwd Grenzfäile der er- 
wähnten S9tze aufmerksam gemacht werden; und so- 
dann sollen einige >vesenüiche Eigenschaften der Kegel- 
sdinitte (so wie des Kegels), die zum Behufe apSterer 
Untersuchungen fiber projectivische Gebilde dienen, so 
wie auch einige Porismen aus denselben in kurzen An- 
deutungen - entwickelt werden. Nacbgehends soll. zum 
eigentKehen Haupt gegenstände zurtickgekehrt, und zwar 
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Baume 
beliebig liegeui untersucht werden. 

Besondere Fllle. 

40. Bei den obigen Sätzen (§. 3^ II, u. IV.) ist 
zuvörderst noch anzugeben, welche Terschiedene Ge- 
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•Mten die eirnkm^Ük fl^dreii kabtn- klÜMMl mMn za 

erkeoDen, zu welcher Klasse (§. 36.) der durih xw.ei 
prö|ectiviachji Gebilde eneiigle.aKefiebcbibll- i^ahtti^ 
«nd ob durch dieselben zwei Gebilde, Je <iitediddiii. sie 
' aoders liegen, eia Kegelschnilt anderer < Art erzeug 
^rarde? i^ür eiDige fälla fol^ ^die .Anfmurt-auf diM 
Fragen uDniltdbar ade ▼aratigegangefieBrSklieD,..'iBr 'die 
übrigen wind sie später folgen;« Folgende^ läfst sieb 
nainUdi in fieziehung'' auf diese Fragen«' mwiteibar 
aBgebeii« * * *.*' 

L Da zwei projectivisch ähnücbe Gerade Ai 
'hhk&k uneadlidh entfemteit ProfectionsstTaU 'babeiiy und 

umgekehrt dieselben ähnlich sind, wenn ihre unendlich 
eRtfernteti Punkte sich entsprechen, oder wenn sie eioeä 
unendlich entfernte -Pro}eciion88trahl haben 13,* L), 
und da von den Kegelschnitten nur die Parabel eine 
unendlich cntfenite Tangente hat (§. 36^ IL)» so folgt 
aUo (§. 38, IV.).^ . • ' * ' Ii i 

„Dafs zwei in einer Ebene schief liegende 
projectiviscb ähnliche Gerade A, At eine Pa* 
rabel erzeugen.'' Und umgekehrt: ' "* 

, «Dafs }e zwei Tangenten einer Parabel vp.n 
ellen-übrigen Tangenten* derselben j[>rojecti- 
visch ähnlich geschnitten werden/'. 

Der letztere. Satz irt, n^t andern Worten ausge- 
sprochen, allgemein bekannt. Da bei zwei projectivisch 
ähnlichen Geraden keine Parallclstrahlen statt ündü^n 
(§• 13y L), so folgt ferner: „Dlifs .Ton dea nioht 
unendlich entfernten Tangenten einer Para- 
bel keine zwei paraliel sein können/' (Die uur 
endlich entfernte Tangente lanA als mit jeder «ndereo 
parallel angesehen werden). 
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» 'flSurei Miebige pif-ojettmidie Genim Ar, Aty 'die 

nicht ähnlich sind, können also nie eine Parabel er- 
'seogeo, wohl 'aber können die nttmüchen zwei Geraden 
eofiohbiEUipaeii als 'Hyperbeln erzeageD,.je nachdem 
die in ihrem Durchschnitte vereinigten Punkte (b, f,) 
Imcbaifea. £Hid| welcher Umstand später in Erwägung 
feeogen -werden. aolL . Bor Winkel, den* din Geraden 
unter äich bilden, hat demnach auf die Art des Kegel- 
achoitu keinen £infla£8> i-fiondem nur auf desaen be- 
sondere Gestalt» so z. B. giebt es ein Sjsfnm von 
Punktenpaaren, die so beschaffen sind, da£s wenn eins 
derselben im Dnrch^chniUe fi^ Geraden,. vereiniget ist, 
alsdann die letzteren nnter einem bestinunten Winkel 
einen Kreis erzeugen. Werden insbesondere dieDurch- 
schoitfe (||. der ParaU^tr^hlen, .d»Ji„ die Punkte, 
deren entsprecbende tu 4 unendlich entfernt sind» Hat 
Dorcbschniltc der Geraden vereiniget, so ist der Kcgel- 
sduiilt offenbar eine Hyperbel und die^ Geraden siad 
die Asymptoten derselben <§• 36, III. n. §• 38/ IV.); 
daher folgen unmittelbar die bekannten EigenscLaflca 
der Hyperbel: ^Dafs das Hecht eck unter den Ab- 
schnitten rd» <(iOt, oder r6, Hibu » welche ei* 

ne beliebige Tangente a,b, von den Asymp- 
toten (A, Ai) a b s c h*n ei d e t, eine l)eständige 
GröCse hat (§• 12.);" „dafs daher auch der In- 
halt des Dreiecks raai, weiches die Tangente 
mit den Asymptoten einschliefs, constant ist/' 
nnd andere Eigenschaften mehr, die spiier ToUsländig 
attfgezSblt werden sollen. 

Da die Geraden A, Ai im gegenwärtigen Falle 
(wo sie nicht Hbnlich sind) PäraUelstnihlen r, q habest» 
so fol^ also: 

j^Dafs sowohl bei der Ellipse al&. bei der 
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.40. £rzeiigrd.£egeUcb«ii«d.K^geifl.ybe$ond« Fälle« - 143 
Hyp^irbel die Tangcotea paarweis« parälUl 

. . 'fiierbfi auch uiMittellNii^ der oi«i (§: ÜK) 

in der Note erwähnte Salz von Brianchon, in Bezug 
auf dic^.QiiMdioitte -ry^li 'der l^arallektrahleD, -wie leicht 
«a.aebaii. v.* /, .e ?*i ' \ 

Beobachtet man die Geraden A, während sie 
alimählig« aus der «cbiefea in die perspectivische Lage 
ilbergcbeo» sa fiebt nuoii dab der KiBgebdiiiitt-täletxl 
in diejenige Gerade (ecj) übergeht, welche den entste»- 
banden ProjectionspuniLt B mit. dem Durchschnitte (efi) 
der Xacradea ^vedundet» «nd swar grfbt -^die Ellipse iii 
das ditrcb die Punkte (ee^), B begrenzte Stück, die ^ 
Hyperbel in die beiden übrigen (unendlichen) Stücke, 
und die Jhirabel» bei' weMiev der Projectibnsponkt B 
sieb ins Unendliche entfernt (§. 13, in die eine 
Hälfte der durch den Punkt getbeiUen Geradea 
(eeO Über. ' • ' 

IL So wie bei xwet* profecliTiselien ebenen Strahl- 
büscbelii B, B|y die in einer Ebene conceatrisch lie- 
^ffsi^ entweder zwei» oder aar ein» oder gai^-kein - 
Paar ealspreebende SbraUea sicfai'vereinigea (§.16, IL), 
gleicbermafsen werden» wenn dieStrablbüschel beliebig * 
liegea». eatweder zwei» oder aar eia» oder gar keia 
Paar entsprechende SMhIea patvUel sein; denn Iftfst 
man, von jener Lage ausgehend, den einen Strahlbüschel 
sich so bewegea» dafs sich jeder Strahl sich selbst p^L 
lel bewegt, so hat man die letztere Lage, und diefzarot 
vereinigten entsprechenden Strahlenpaare werden so- 
daaa {ferallel Beb. Siad aber zwei eqtsprecheade Strab* 



*) Diese Eigensehaft %^ aadi Idcbl ans der obigea tietnch* 
lang des Kcgds (§• ad), wk iaso ha smitsa Absdudite -scbai 
wird* ' 
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^^n paralleX 60 zeigt dies an, dafs der erzeugte Keget 
BcbuUt einen unendlich entfernten Punkt haN» luick 
.^Gbem .fiie ^richttpt bImI, ^daber künieii 'düfaelben 
zwei«Strahibüscliel^ im Allgemeinen, Kegelschnitte von 
fi\fa d^^i Aalte ^zeugen ^ je; nachdem sie .^egea ^o^- 
ander geriditet aind (§• 3^ n. §• 16, K.), imbnI. vmt 
fiie folgt: ^ - . • • ut 

a) „Zwei gleiehliegende p^ro)ecti¥i«che 

He iSlrahllillacliel.'B« Bt .k<Snui<eA £lHp8e%' Pava^ 
i^eln^ oder Hyperbeln erzeugen» je nachdem 
sie gegen einander gerichtet sind, nfinilicli.in* 
Ber.li,alb eiii.ea 'bealJBHnt4i»SpielciaitiB« erzvii^eä 
sie nnr Ellipsen^ an den^beiden Grenzen 'des^ 
aelben, also in zwei^ bestimmten Richtungen, 
W9 iif{ &kTAhletk g,«gi»..odep fa, b^ plirallel sind 
(§. 16, IL), erzeugen aie Pbrabieln,- und jenseita 
dieser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln." 
Und 

b) i,Sina dic^Strahlbüsüiiel migleicbliagend, 

80 erzeugen sie nur Hyperbeln." i • 
I : . B^t im Falle die Staahlbäecbd eine. Hyperbel er* 
zeugen, die zwei PMir-paridlele entsprechende S^ableli 
nothwendiger Wdyse den Asymptoten parallel sein müs- 
sen, >nretl sie mit diesen naob denteibe« uaendlicb enU 
feinten Puditea geikblet «ind;< nnd da die JI^ peiibel 
gleichseitig heifst, wenn die Asymptoten zu einan- 
der recbtwinkfig sind, so folgt also: ,J)a£8 die Strahl- ^ 
bttrebi^l ia. beiden Vorstebenden'FH^lIen (a; b.) 
eine gleichseitige Hyperbel erzeugen, wenn 
Hiaa^sie so gegen einander richtet, dafß die 
Scbenkel (s und 8,^ t und tO der entsprecben- 
dep rechten Winkel (§. 9, II.) parallel sind." 
». Sind infibeftondere« die ätrablbiischel B, Bi gleicb, 

- 80 
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4a £k«i^. d* Kcgeifcb. u. d Kegelfl. , hwmd. Fälle, 145 

, so erzeugen sie im Falle (a) ein^n Kreis (§. 37.)^ oimI 
in Falle (b) eine gleicliseaige Hyperbel. 

Lftfst man die beliebigen Strahibüschel B, JBi all* 
inäblig in perspecUviBche Lage übergehen, nämlicb da* 
dorcb daCi swei parallele enCspreobenfle Strahlen aof* 
einander fallen, welches also nur Ton der hyperboli- 
. sehen und parabolischen Lage aus geschehen kann, so 
sieht Biaii, dafis der KegaischniU znlatot in zwei ba. 
sffnunte Gerade Mbergelit , wevon die eine der entste« 
bende perspectiviscbe Durchschnitt A und d|e andere 
der ^einsehafüiehe (dwdi beide Mittelpnokte B, Bt 
^enda) Strahl BBt Ist. * Bei der -parabdlschen Lage 
werden diese zwei Geraden parallel. 

Läfst niao die ^StrablbUsobel B,Bi in coileeiitriscba 
Lage übeigdieB, so geht dis Hyperbel Sa rwei und 
die Parabel in eine Gerade über, nämlich in dieje- / 
nigen Geraden, in weichen entsprechende Strahlen zu- 
sammcnfallen, dagegen zieht sich die Ellipse in den ge» 
DieinschaRlichen Mittelpunkt (BBi) der Strahibüschel 
xusaminen. 

HL Beim Kegd im AUgemeiDeB finden keine so 
wesentUeh'Teriehiedeiie Klassen statt, wie bei seinen 
Schnitten (§. 36.), Wold aber bei einem besondern 
Falle desselben, er kann nämlicb, wie folgt, in Grenz- 
ftlle dbergehen und' besondere Gestalt erhalten. 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln 3f, ^i, 
öder ebenen Strahlbüscheln Bt Bt erzengte Kegel 
(§. 38, II.) Indert uoth^endiger Weise seine Gestalt 
je nachdem die Gebilde so oder anders gegen einan- 
der gerichtet sind, er kann runder oder platter werden^ 
nnd wenn insbesondere die Gebilde in pefspectivische 
Lage kommen, so geht der Kegel in folgende Greuz- 
fälle tüier: bei den Ebenenbüscheln Sl, fdi in zwei 
Ebenen, wotoU' die eine der perspectimehe Durch« 

10 
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146 Erzeugnisse projocilvischer Gcbildp. 40. 



•chniU ß (§. 31.) derselben und die andere die durch 
beide Axeu Sl, gehende Ebene (fi£|) ist (in weleber 
letztereo zwei entoprecheode £ben^ e, <i Tereioiget 

sind)) und bei den Strahlbüscheln B, Bi in diejenige 



ben imd durch die Bunjhschiiiltolioie (eci) der Jlbenen 

B, B, geht. 

Läfst man die näiplichen zwei Ebenenbüschel 
ihre liag0 allmäblig eo ilndercB, bis ihre Axen 91, 



Strahlen des Kegels mit denselben parallel werden, so, 
dafo sieh sein MiUelpunklt B ins Ukiendüohe entfernt. 
In diesem besonderen Falle heifBt die erzeugte Figur 
nicht mehr Kegel, sondern ,,Cy linder," und zwar 
Gylinder »weiten Grades« Bei dieser besonderen 
Lage der Ebenenbflscbel 9, -Sti' kOnoen, ebenso ' wie 
bei zwei projectivischen ebenen Strahlbüscheln B, Bi 
in einer £bene (IL), entweder zwei, oder aur ein» 
oder gar kein Paar entspree^ieade Ebenen faraflel 
sein (§. 31, III.), und daher kann die Cylinderlläche 
entweder zwei, oder nur einen, oder gar keinen 
unendlich entfernten Strahl iiaben, wodurch sich drei 
Klassen von Cylindem von einander unterscheiden, die 
nach der Reihe hyperbolische, parabolische und 
elliptische Cylinder heifsen. Die Bedingungen, un- 
ter welchen die Ebenenbüschel den einen oder den 
anderen dieser drei Cylinder erzeugen, sind den obi- 
gen, unter welchen die ebenen Strahlbtischel B» Bi den 
einen oder anderen der drei Kegelschnitte erzengen 
(IL), ganz ähnlich. Dies gilt auch von dem besonde- 
ren Falle, wenn diej£beuenb(lschel 91» Sd gleich sind, 
in welchem Falle sie nSmlich entweder den sogenannt 
ten geraden, oder den gleichseitig hyperbolischen 
Cjlinder erzeugen. 
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iA. Emige Eigwiduiftca iat KtgMiAiOlte. .^47 

WuA der €yluid«r TtfariigMlIsieviin jOltimfS: ge- 
schnitten, so werdeR die ihn « ef|Leugen.d^ Ebenenhu- 
schel: in zwbi ebenen ^ahibüsoheln^JBl, ge- 

' fidtfiUlen» die »eich iioAhtmdi9er»<'W<eiftg .in. fimMl 
^^allfler «ntsprechendef Str^Ien< in gloidiew^f alle be- 
finden,, als die Ebenenbüschel ia Htns«4;^ht. parai- 
iel0r.4mtipreidieiritirJSb9ilali.i^eil panlMft£kifWi»v^ 
^eder anderen Ebene in parallelen ^(Terad«ii .|eschnitte|i 
y^fiTA^xxJf d^her kann diQ Ebeae £ den <X4tfia» Q^jm^ 

^^^^r ^'^^w. #^^B^^r iHjp9T.beW49a zw^i^ muri Ad . einer 

Parabel, und den dritten nur in einer Ellipse schnei- 
den. |^IIO« Wird die schneidende Ebene E djjn Stfah- 
len der Cjlittdarfl^chf , Qdqr^den 4x^.31, 
M ^feh0 4^*SGhnitt in swei sc^e Strlihlen über, da 
her ifolgt: „däfs zwei pa^^a 11 el Y Gerade ali 
Grenzfall sowoh| von ^cf ,Hjj>e^^^ 
ParaJbel, oder.als dec Ellipse (ftttt^ehen* sind.^ 
Andererseits kann dei* Cj^linder nür' durch solchd 
b^soad^e ebene StraMbü^ch^ 4i,.Bi eniiH^^den, 
die aoB, parallelen Strahlen liest«tCaB.f«.£4r findet. bei 
ihnen Aehnliches stajt, ^yie oben^jl^.ei 4^ .Gej::il«lea;.Ai 

' Der von zwei projectivischen Ebenenbfisehelp % 
Sil, oder von zwei projectivischen el^epen^ Strablbü-» 
scMli^B, Bi (deren .Stranden, p|lra^el, aiftd) .erzeugte 
Cylinder gebt, wenn die Gebilde in perdpectiyisditt 
Lage gelangen, im ersten Falle in zwei und im au«: 
deren Falle in eine Ebene über , anf dieselbe. ^einf^ 
wie oben der KegeL 

Einige Eigeaschaftea der Kegclsehnitte. ' ' 

« 

41. Wie bereits oben erwähnt (§. 39.) , sollen., nun - 
einige bemerkenswerlhe 5äUe über die Kegelschnitte 

10* 
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148 ^{Rmw^iiiMe pMiedivifelMr GcliiUe. - 41. 
•m.a^*«bigtti*FoaAiamlflMti«i (§i.aBi,ill^IV.> fai gt- 

h Sa di« projecävisi^he Beziehung zweier 6era- 

iBpredieiMte'MMdile ddflr'A^d ProjeeHoiitsIrBMei 

b, c g^egiebett^ sind) ubd da eben so die projecfin- 

M|gteniMe^tyHS''>^i^^^ B» fit AMh -dni 

«Atl)(»i^h|ndtt^SlfaM«ia|^»^ II «i ^ 1^ «ü' b^ , 0 mt 
ti, oder durch deren Durchschnitte a, 6, C, besfimiAt 
ist <§. >M^'^» «o folgen iMiBuiteUNur mebslebeiid^^SaiM^ 

(§. dS; lV.)i • ^ ' ' * 

' ^DnrcVircen^ fftnf Tan- ^Dnrcli irgend fttnFPnnk- 
^e«t«ftt (A« ix«, ii, <i e) tat te (B/B«, 'in ««inet 
4lb ^efblaolmUl.lleelaMinit^ ftbeve i*l «in KvgslbbfcBHt 
^Ib» O^A^^^^f^ ßeriie.:beftimmt«i ii h., fiB£.l»«}iei. 
in einer&D^ii^ tönn^ii alle- bige^i^nlcte in einarEbena 
töü altflriAV bb'^r nur liifgeii tlleikial 1« elueai, 
iii4ir. iBiiiettieliitlfeii'Seliat^ kheiivt^ in aliftam^eikalg«! 
pabniU herl^h4ri wardan.'* f^e^eUcbnitt** * 

'( • IBlMiSitee fiadeii bniiier stett, die gegebeMb Auf 
Eleirfl»Dte- i]t<%en''%^ehl»- gege^ Lage babien als 

libn i^ül, tr^mr nämlich auch die Grenzfäüe, in wel- 
che der KegelBchnitt ftbergeben kanu (§• 40, 1, Ii), ge* 
efeuÄ wetfdiah; tinf bi dtMi«intig«liFaUe, wo roh den 
fünf gegebenen Geraden sich vier in einem Pun^e 
Mbb^MaDr 6der ¥6ik dto f QnC gegebeoeti Piuikteii vier 
fa 'M^Geräden liegen, ist dM* Regelscbnitt niiiht i*oII- 
kommen bestimmt. ' Wie bei jedem vorgelegten Falle 
die Gestalt oder Art des Kegebchnitls IcüdH za erfor- 
sdien ist, wird später gezeigt. 

II. Aus (§. 24, III.) sieht man, wie, wenn irgend fünf 
Tattgeotw oder irgend fttnf Punkte eines Kegelschnitts 
gegeben sind, alsdann beliebige andere Tangenten odier 
beliebige andere Punkte desselben« mittelst des Lineals 
ftUtin» SU finden sind. 



1( 
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42» Einige £i'|:eiifdia^ Kegehdip^. 
; ^L ]!!laA(§. 18.) folgt: ... . 

J. „Dafa durch irgend ei* 1. ««Dafe irgend, finf IJ«. 
|i€9 Pn^kt in der Ebene ei> ra^e El^^ne eines 

^esKegelachnitts imAllge- ^egelscbniits S'^n ^ letzjte- 
meinen n n d böcbstens nnr ren Im Allgemeinen «nd 
Bwei T*ngenten des leJts- böcbstens nnr in zweiPnnk- 
teren geben. Nimlicb es ge- ten schneidet Nlimlicb die 
lien sweji, oder nur ejiie , gekannte Gerade kann den 
oder gai^ |ceiae Tangepte J^i^^elschnitl entweder i^ 
ilnrcb dengeiianntenPankt^ sWei Punkten schneiden, 
je nachdem derselbe antr oder nnr in einem Punkt. 
■ ejrhalb^ oder oder in- ^refCen, d.b., ibn berühren^ 
n erhalb dem K.eg«isf^litt6 odeT ihm gsr *|iiebt l^f^S^^fr 

egV .... .. . oeV. 

Diese Eigenschaft der Kegelschnitte bewirkt, dafii . 
dittelben „Linien der swelttB» Klasse"*) und „Li- 
nien der zweiten Ordnung" genannt werden. Die- 
selben Eigenschaften lasHen sich auch, mittelst des Ke* 
gek (§. 36.)> yom Kreise herl^tai* ' 

Es folgt ferner (§. 18.): 

3. »Djifs nnd wie* intiif t» Jt>afs niid «wie; maa^ 
wenn fftnf Tangenten einei wenn fftnf Punkte eines&e- 
Kegelscbniits gegebfasiod, ^e^^cbnitts gegeben isind. 
ohned^afs er selbst geseie^i- 'obnVdafs er selb'stgezeicb* 
aet^Torli egt, die dnreh l^ üet'tbrliegt, die In Irgend 
gend eineaPvttlci gebeiid«« eieer* Cr^rardea liegende« 
l|angenten de/if^lben blpfs Pnnkte 4^"^^^^^* blofs . 
dnrcb Hfilfe des Lineals dnrcb HfilFe des Lineals 
stehen k^nne,aobald in deV* finden könne, sobaldTta d^r^ 
selben Ebene irgend ein selben Ebene ir^nd> eis 
Kreis (oder senatigerKe^ely Kreis (oder sonstiger Ke» ' 
schnitt) gegeben isC* eelacbnitt; gegeben ist"* 

49, L Da dofisl^ MnC Oeaaente^ Kegelschnitt " 

besümmt^ist (§,.. 41, L), so müssen zwischen sechs Ele- 



*) Gergeiine nennt eiaa Com, aa walcbe r&t Irgind ei- 
aaai Punhe ans, hBchsleas tt TsngsMi gehea» ^elae Com der 

• * « • ... 
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menfen deBselben nothweiidiger 'V^eisd lifestimnif« Be* 

Ziehungen statt - finden ; diese Beziehungen sind zum 
Theil.in (S. 24, I.) eothälten imd lassen sich .hier wie 
folgt flbertiragen (§. 38, IVJ): l,^ . n-* ' 

' 1. „Bei jedem einißm Kei I. „Bei jedem ein^m Ke- ' 
gelschnitte umsclir^eberien gelschnitte ^ iiigrschriebe;' 
Sechseck (d.h.,, dessenSei- nen Sec^seclc (d, h., dessen 
len Tangenten des Kegel- Ecken im Kegelschnitte 
Schnitts sind) treffen die Ii egen) Ii e g en die dr<l 
drei.Hanptdiagonfilen« wel- Darchschiiittspunkt.e disf 
che nämlich die gegenftber einander' gegenüber slc- 
•lehenden Ecken rerhin- henden Seiteripaar'e, all'e- 
den, in irgend einem Pank- mal in irgend einer Gera^ 
|e. snsami^eii«" ^ieiy",! * * • i 

Und umgekehrte . ^ r 

^'„TreffDn die drelHanp^' : 2. ,3iegen die.dreiDarcJi* 
diagonhl^n . eines' Sechs- 8(;hnitte der geg^i|i^ber.,ste>: 
ecks in irgend einem, Punk- henden Seitenpaare eines 
le snsammen, st» werden oeehseekV in irgend einer 
seine Seiten TOn irgend ei- Ccradcn, so; H<äg^n seine 
nem bestimmten Kegel* Ecken in irgend ^inem Ke- 
•chliitte berfihtjt'*' ; * g\BUchnitte.«» 

Den' Satz rechts (1.) hat Pascal*) *«ii(ä' tfcn linM 
B r i a«n c h o n zuerst bekannt gemacht. .Pascal 
nannte das betreffende Sechseck „Hexagrammum mjf- 
ftieum/' In einer Abhandlun^^ die TeilöNn gegäingea 
ist, soll er eine vollständi{];e Behandlung der Ke- 
gelschnitte auf seinen ^atz gegründet haben. Später 
Würde >def 'Pa8cäl8ch^' 'Sati'3n>mehmlidt voll Mac« 
Laarin, Robert Simsen und Carnot bewiesen, 
und auch Schwab theilt denselben, im Anhange zu 
Euklides Data , Insbesdndere' Tom KraUe mtt: -Sek 
Brianchon seinen Satz entdeckt hat^ erkannte man 

^) In 8e\nkm Etsai tut in Coniqu9$' ^ • - 
**) Im XIIl, Hea des Jonmai ds VEcoh Pol^teckiuiüe. 
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42« Einige Eigeoschailen der Kegelscbmtte. 151 

beflondjärs die Wichtigkeit der beiden Stttze fOr die 
BetraiAtiiDg -der Kegelsdlllifte, und deshalb i(irarden sie 

in neuerer Zeit so häufig und verschiedenartig bewiesen, 
wie nur selten geometrischen Sätzen gleiche Auiaierk- 
samVeit zu Theil ward. Nameotlich habeti sich damit 
die französischen Mathematiker Gergoimc, Poncclef, 
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der belgische 
Dandclin, und die deatscheQ Moebias mid Viücker 
beschäftiget. Die gegenwärtige Ableitung ijer Sätze 
beleuchtet sie von einer neuen Seite, sie zeigt, dafs 
dies^ben nicht die eigentlidie Grundlage für die Unter- \ 
suchung der Kegelschnitte sind, sondern dafs sie Tiel- 
mehr, mit vielen andern Eigenschaften zugleich, aus einer 
umfassenderen Quelle, nämlich aus der Beziehung pro- 
jectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervorgehen. 
Eine wesentliche Vervollständigung der beiden Sätze 
habe ich zuerst bekannt gemacht, im XYIll. Bd, der 
jinnales d» JUtftUmaU'qu^si dieselbe soll auch hier wel< 
ter unten (im Anhange) wiederum zum Beweise vorge- 
legt werden. ^ 

Die früheren Satze (§. 23, UL) sind als GrenzföUe 
der vorstehenden anzusehen, wie ipa^ leicht bcmüikcu 
wird (§. 40.). 

I)ie oben stehenden Sätze (1^2•) können auch auf 
eine andere Art aufgefafst und ausgesprochen werden, 
und zwar so, dafs statt des jedesmaligen Sechsecks, 
zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die- 
selben sechs Elemente bestimmt sind, nämlich statt des 
umschriebenen Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wo-^ 
von das eine die eivte, dritte und fünfte, und das an- 
dere die zweite, vierte nftd sechste EdLO des Sechs- 
ecks zu Ecken hat, und statt des eingeacUriebenen 
Sechsecks diejenigen .zwei JDlreiecke, Ton denen das 
eine die erste, driK# und fünfte^ und das andere die. 



Digitized by Google 



152 Erzeugobse projectiTtsdMr GcbiUb» ' 42. • 

, zweite, vierte ntid sechste Seile destdben zn Seiten 
halU lü dieser Hinsicht lauten die Sätze wie folgt: 

3. „Treffen die drei Ge- 3. fflj legen die dfe.l Pnnlc- 
raden, welche die Ecke« te, in welcben die Seiten 
zweier in einer Ebene lie- zweier in einer Ebene lie- 
gendenDreiecke, in irgend gendenDreieck e, in irgend 
einer Ordnung paarweise einer Ordnung paarweise 
genommen, verbinden, in genommen, sich schneiden, 
irgend einem Punkte zn- in irgend einer Geraden, so 
sammen, so werden die liegen die übrigen sechs 
übrigen sechs Geraden, Punkte, in welchen die Sei- 
weiche dieEcken des einen ten des einen Dreiecks die 
Dreiecks mit denen des an- des anderen schneiden, ai- 
' deren verbinden, allemal lemal in irgend einem Ke- 
Ton irgend einem Kegel- gelschnitte." Und auch am- 
•chnitte berührt'' Und auch gekehrt 
umgekehrt 

II. VerinOge der SctilnfsbemerlEiitigeii hl deli Sätzen 
(§. 38, IV.) folgt, dafs, wie bei der obigen Aufgabe 
(§. 24f Iii, h, ß.) bei zwei schiefliegenden projectivi-' 
scheta Gebilden (A, Ai« oder B, Bi) die den vereinig- 
ten Elementen (b, ti, oder d, c^) entsprechenden Kle- 
nente (bi, oder di» e) gefunden worden» durch das? 
selbe Verfahren auch: 

»Wenn fftnf beliebige „Wenn fünf b el i e b ij^e - 
Tangenten eines Kegel- Punkte einesKegelschnitts 
schnittt gegeben sind, die gegeben find, die Tangenr 
Berfthrnngfpunkte dersel- ten in denselben nns.mlt 
ben nnr mit Hdlfe des Li* HiLlfe des Lineals gefnn- 
neals gefunden werden den werden kttnnen." 
kl^nnen.* 

Es sind darin zugleich die nachstehenden bekann- 
ten Sätze enthalten : 

^ „B«i jedem einem Kegel« mBci jedem einem Kegel- 

, schnitte umschriebenen schnitte eingeschriebenen 
Fünfecke treffen die Dia- Fünfecke liegen dieDurch- 
gonalen, welche irgend schnitfspnnkte irgend zwei- 
swei Eckenpaare ?erhia|ieii.^ej[;^ S^itenpaare und der . 
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md Äi% Ger«d€y walebe B«reli«eli«Utftp«a1(t, wel- 
die jedeamaliee fftofuEcIre cbes die |edefmalige (Hüfte 
mit dem Berftarangspiiiikte Seite mit der TaDgentc in 
der gegealber etelieiideiii der gegenüber etehendeii 
Seite yerbindet, einander Eelte bildet, allemfii in in 
in irgend einem Paukte." gend einer Geradeo»** 

III. Die SSlie m (g. 24, IL) iMsen «icb hier, nit 

anderen Worten, wie foJg^ wiederholen (§. 38, IV.): 

!• nBei allen einem Ke- !• „B et allen einem Kegel« ^ 
felaebnitte nmaebriebenem aebnitte eingeacbriebenea 
yier«el[en, bei -weleJiea eis Vierec^eii , bei welebe^ 
Paar gegenüber atebende daa eine Paar* gegenüber 
Selten in irgend swel fe- atebende Beben in irgend 
aten Taagejit^n deaaelbeA iwei feate» Pnnbten dea- 
nieb befinden, liegt der aelbeii aieb befinden, gel^t 
Darebaebnittspnnbt der die Geredet welcbe die ^ 
Gerade/i« welebe dnreb die Dnrcbaebnittapankte der 
gegenüber atebendenEcken gegenfiber atebenden Sei- 
geben (Diagonalen^ in ei- ten verbindet, dnrch einen 
'ner nnd derselben be- und denselben bestimmten 
atimmten Oeraden, die Punkt, der nämlich in den 
nSmlicb durch die Berüh- zu jenen festen Punkten ge- 
rungspunkte jener zwei fe- hörigen Tangenten Hegt 
sten Tangenten gehe* (ihr Durchschnitispunkt 

Diese ullgenelii bekamiteB SStie werdm kflmr, 

wie folgty ausgesprochen: , . 

2. „Bei jedem einem Ke* 2. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte umschriebenen gelschnitte einges chriebe- 
Vierecke gehen die beiden nen Vierecke liegen die 
Diagonalen und die Geradci DurchschnittspunkLe der 
' welche die Berührungs- gegenüber stehenden Sei- 
punkte zweier gegenüber ten und der Durchschnitt 
stehender Seiten verbin- der Tangenten in zwei ge- 
det, durch einen nnd den- genüber stehenden £cken, 
selben Punkt.** ^ in einer Geraden/ ' 

Oder für das vollständige Yierseit, welches durch 
irgend vier Tangenten eines Kegelschnitts gebildet wird» 
und fttr das Tojilititaidige Viereck» wi^kil^ ;i#ir^ 
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geod vier Punkte eines Kegelschnitts bestimmt wird, 
da jedes drei eiofacbe Vierecke (oder Yierseite) ent- 
Mt (§.19.), folgen daraas uDmUteibar nachstehende 
Eigenschaften: 

3. „Werden irgend vier Tangenten eines 
, Kegelsehnitts als ein TollstSndiges Vierseit 
und ihre vier Berührungspunkte als ein voll- 
ständiges Viereck angesehen, sind etwa A, Ai, 
Atf A« (Fig.ß9.) die vier Tangenten uiid.a,ai, Os, 
03 die'vier Berührungspunkte, so findet zwi- 
schen {denselben folgisnd^ Beziehung statt: 

Die Ar VI Diagonalen 60, Die drei Durchschnitte 
Cf, be dvs vollständigen JC, 9i l der gegrnfiber ste- 
"\ iiTseils fallen mit den h enden Seiten des voll- 
drei Geraden jrt),jrj,pj, wel- ständigen Vierecks fallen 
che die Durchschn itte } mit den drei Durchschnit- 
^er gegenüber stehenden ten )f, !), { der Diaj^onalen 
Selten des vol Isiündigen des vollstXndigeaYierseits 
A ierecks Terbiaden, zu- zusammen.^ 
•ammen.'* 

Zufolge dieses Satze» kann man also, wie man 

* 

sieht, sehr leicht mittelst des Lineals: 

4 w.Wemi irgend vi«r 4. „Weaa irgend vier 
Tangenten A,A«, Ag, Aj ei* Punkte S,Si,S««S, eines Ke^ 
nee Kegelschnitts nnd der gelschnittsnind dieTangen- 
Berfihrnngspnnkt einer der- te in einem 4<er selchen, etwa 
selben,, etw^a t, gegeben Ab gegeben sind, die Tan« 
sind, die BerAbrnngspankr gentenA,, Ag, A,in d,en drei 
InSi, Sg, S« der drei libri- fahrigen Punkten finden.* 
gcnTf n|e nie n finden.** Dean Denn dorcb die ?ier Ptanklesind 
dnccb .die vier Tangenten sind die Geraden JE9> jr|, pl bestimmt, 
die .Punkte ]r, 9, | gegeben, durch diese. und durch A sind 
dnrf^h .dicpe nnd durch a werden di^ Punkte b, B gegelien, wel- % 
die Strahlen d, c, b bestimmt, che in den gesuchten Tangenten 
welche durch die gesnchtenP^mkte A^, Ag, A| liegen, 
ftji Äg, gehen. 

' * IV; Die Sätze in (U. und lU«), nebst fielen ande- 
ren SStiisn; Utim man« wie es einige finansOsfeehelÜIathe- 
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itiätiker gethan haben, daddrch aas den Setzen in (I.) ab< 
leiteD, dafs man von den jedesiualigen sechs ]^le|nief^(^i 
des Kegelschnitts allinftbl|g ein oder zwei Paar, u. s* w«, 
li^cb Vereinigen ISfst. Auf dicFse Weise folgen z!B., ^enn 
man in (f, 3.) die beiden Dreiecke (sowohl links als 
riechts) sich atinmhüg so Veränderen läfst, dab die Sei- 
ten dto '^in^n zuletzt den 'Kegel'9chnitt berlibren, Wb^ 
bei dann nothwendiger W^ise die Ecken des anderen 
ini 'die Berührungspunkte Seiten des enstereti zu lie- 
' gen komitaen, unmittelbar nachstehoide bekaiAite ästze: 

J. ^Bei i«d«m eimen Ke> : .L.nBei j^dem'eia^m .Ke-, 
^Ischiiitte nmachriebeiien gelschnUte ßingescjbriebe- 
Dreieck treffen i\e drei nen Dreiecke Hegeli die 
6erade|i,tr.frUbe die Eeken drei P«nkte^ In .weleken 
mit den Ber&hrnngspnnk- die Seiten Ton df^n-Tengen^ 
ten der gegenüber ateben- ten in den gegenflber eie- 
den Seiten yerbinden, in benden Eeken gesehiiitten 
Irgend einem ' Punkte sup werden« in irgend einer 
sammen/*' ' ; - ' Geraden." - / " " 

Und umgekehrt: 

2. ^ Kiekt m'an ans den '9. , Schneidet manidie 
Ecken eines' -DTeie'cks Selten eines Dreiecks 
durch irgend einen Punkt durch irgend eine Gerade; 
^ drei GexJide, 90 begegnen s.e sind die drei Geraden^ 
diese den «gegenfiber ste- welche die Durckscbnilte 
benden Selten iqi drel.sol- mit den gegenflber steh enr 
eben Pnnjktei^ in welcbeiS den. Ecken yerbindeLn, XaA* 
aie Ton irgjBAd* ei«eu b>e* ganten irgend «Ine s, be- 
Stirn mtenJ^Egelsebnitte be^ stimmten, * d^m Dreieckig 
rührt werden,** ... umschriebenen Kegel- 

schnitts.** 

Man siehti wie man vermöge dieser Sälze,sehr 
leicbt: . . : ' " 



3k ^Weän i rgend di^el ^^Wenn irgend drei 
Tangenten eines Kegel- Punkte eines Kegelschnitts 

Schnitts nnd die B erüb- .^nd ^^i^^ Tangenten in Sweir 
ruugäpuakie zweier dersel- en>dfrf/Blbeu gegeben nni, 
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Ben i^ge^en find, den Be- die Tangente Im ätittmm 
rührangspunkl der dritten finden kenn.** 
nndenkann." ' 

Die Torst^hepdeD Sfttze siod y^er .Folgerapgeii 
föbig» dif» aber gegenwärtig ^idit- aufgefilhrt werden 
dürfen; später soll ein Theil davon entwickelt werden. 
£iiie gro£|e Keihe von SStzf^^^ mit denen sie in Be* 
^iehouE atdien» babe kb im- ersten und «weiten Helte 
des XIX. Bandes der ^nßßleß de, JdathätiuiU^ues be- 
Ikannt gemacht . . .\ 

43. I. Andere Beziebangen zwiscben tfcbs gideb- 
namigen Eltaenten eine^ Ke^elsdiniHs (§. 42, 1.) grün- 
deQ sich auf die Gleichheit der Doppelverhlillnisse bei 
lirofectiviscben Gebilden, und lanten wie lelgl ^ 10^ 
und §: 38, III.): 

1. „Bei irgend sechs Tan- 1. ^Bei irgend sechsPanb 
genten eiaee KegeltcbniUe ten einee Kegelschnitts be- 
^erden je swei von den stimmen je iwei mit den 
jedesmaligen vier übrigen Tier fibrigen sol che Strahn 
se geschnitten, dafs die len» däfs die Doppelver- 
Pe p p el T er ha Uniss e ans hältnisse der Siansse der 
den Abschnilien gleich dazwischen liegendenWi^ 
sind." . Odür kei gleich sind.V Oder 

„Irgend rier feste Tsa» „Irgend vier feeie Pnab> 
genten etnesKegelsehnllts te eines Kegelschnitts he- 
sebneiden eile ihrigen stimmen mit jedem andern 
Tanrgehlen desselben nach Paukte desselben Tier 
einem nnd demSerben Dop- Strahlen denen ein and 
pelrerhSltnifse.* dasselbe DopjielrerhiUnifs 

* sakommt.** ' • 

• > 

Und. uingekebrt: 

2. „Alle möglichen Gera- % „Alle möglichen Punk- 
den, welche von irgend te, welche mit irgend vier 
vier festen Geraden nach festen Punkten vier solche 
einem und d emselben Dop- Strahlen bestimmen, de* 
pelve rhältnifs geschnitten nen ein gegebenes Doppel- 
werden, sind, sammt den TerbÄltnifs zukömmt, li<- 
yier festen Geraden» Ten- gea in irgend einenit durch 
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'ImUh'^ WgftMl •«fB^t' b e- 4ie vier fette» FmiHe 'ge* 
j^l#mM#,&^SeiMe)|p<tlp.** . . keA^eA KegeUckaitl.*' 

Die Sätze liaks aind, unter anderer Form abge- 
üM, bAamoL ' ; 

Die TideB':FDl9Bfftiiigeii, die« dcli ans den mitt«- 
beDden Sätzen ziehen lassen, müssen hier übergangen 
werdaA; not 'der .nacbsteheikle besondere Fail soll ge^ 
fCOwMig'ür Betracbll gesogen« «n^tdeh. 

IL Wenn bei den vorigen SStzen die ervvähnten 
DoppeLverbältnisse den besonderen Werth ^ 1 haben^ 
an.'dab. als# di« lednaMdigen betrofiMles ^iet £io- 
mente harmonisch sind (§. 12^ II.), so lauten die Sätze 
öisbesondere me folgt * v 

1, „Schneiden vier Tan- 1. „Bestimmen vier PunL- 
genten eines Kegelschnitts te eines Kegelschnitts mit 
Irgend eine fünfte harino- irgend einem fünften har- 
nisch, so schneiden sie monische Stra hlen, so thun 
auch jede andere Tangeute sie mit jedem andere nPunk- 
desaelben elienso.^ 'te desselben ein Gleiches.^ 

' Und un^ekehrti ' ' 

2. „Alle Geraden, welche 2. „Alle Punkte, welche 
von irgend vier festen G e- mit irgendvier festenPunk- 
raden harmonisch geschnit- ten vier harmonischeStrah- 
ten werden, berühren ei- len bestimmen, liegen ia 
nen bestimmten Kegel- einem bestimmten Kegel- 
schnitt, welcher auch von schnitt, der durch jene fe- 
jenen festen Geraden be- sten Punkte geht»** 

rnhrt wird." 

Die Tier ferten 1\ingeBteii soüen hi Bezug auf den 

betreffenden Kegelschnitt „vier harmonische Tan- 
genteny" und ungekehrt soU der Kegelsebnitt in Be- 
sog Hai das dtirdi -^ene gebildete Vierseit y,det ein^ 
geschriebene harmonische Kegelschnitt^' ge- 
nannt werden. Eben so sollen andererseits die Tier 
fssfen Punkte m Bezug auf den lugehMg^ Keg^ 
schnitt i»vier harmonische Punkte,*' und umge« 



kehrt der Kegelschnitt in Bezug auf das dareh die 
Punkte besliiAmte Viereck* „der irnistlrri'efceiie htr- 

monisehe Kegelschnitt'* beifsen^ Um diese Ei- 
genschaften volbtändig aufzuklären, müsseft kier .noch 
•folgende BetnektaDgen kiiisiigeMlgt!mrileii« . 

SInd'A, Ai, Ai, A3 (Fig. 40.) irgend vier harmo- 
nische Tangenten eiuäs Kegeischnit(s und iit A« eine 
beliebige fünfte. 'IT^ttgente «ieBaelkte,i>eei nnd- also die 
Tief 'Punkte ^,1, f, I, Jn fielcken ncl von jenen ge« 
schnitten ivird, harmonisch. Nun. sind . z» Bii A' und A« 
in Ansekung'd«r Fimktey'in -weleben sie "vm den ühnf 
gen-^T^enlm ge6(;hnitt€llitmrden, projedlftsch, und 
zwar entspricht dem Punkte f) in A« der Berührungs- 
punkt a in A (§• 38, HL), so dafs also den vier Punk- 
ten ^, t, f, I in A« die vier Punkte u, 6, c, t m A ent- 
sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte 
barmqniscb. ' Gleiches folgt ffir die drei Übrigeii Tan* 
genten Ai, A2» A3. Wenn aber sowokl c, 6y,il, b ak 
€, e, 9 harmonisch sind, so müssen die* drei Gera- 
dei^ btf a<it9 einander in einem und demselben 
Punkte f treffen (§. 12, und §. 14.). Aus gleichen 
Gründen liegen die Berührungspunkte ai, 03 der sich 
zugeordneten harmonischen Tangenten Ai, Aq mit dem 
Durckscbnitte C dier beiden übrigen A, A^ ^ einer Ge- 
raden caiOa. ' 

Sind andererseits B, Bi, B2, B3 (Fig. 41.) irgend 
Tier harmonische Punkte in einem Keg^^dmitlev nnd 
ist B4 ein beliebiger fünfter Punkt desselben, so sind 
also die vier Strahlen h, i, k, 1 harmonisch, und da die 
StrahUi|l8okel B4 und B iof Ansehung dqr Schien h^ h 
k, 1 und a, b; c, d, wo nämlich a die Tangente in 
Mittelpunkte B ist, pro)cctivisch sind (§..38, IIL), so 
sind folglich auch ^ die Tier Strahleii a^ b, c, 4 harmo- 
nisch. Gleiches findet für die drei iihrigeii Punkte* 

/ 
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Bi, Bf, B« statt. Wenn aber sowohl c, b, a, d als 
e, 9%f % hannonificb siad» so müMen die drei Poakte 
B, , ( , Bs in eiiier Geraden liegen (§. 12, and 14.). 
Aus ähnlichen Gründen müssen die Tangenteb a^, aa 
in den zwei sich zugeordneten harmonischen Punkten 
Bu Bs mit. der dorph die iwei flbrigen (zugeordneten) 
Punkte B, B^ bestimmten Geraden c in einem Punkte 
f zusammeiitreffen; 

Ans dieser Betrachtang ffiebt Folgendes: . . 

3. (»Irgend vier Larmoni- 3. „Irgend vier Iiarmoni- 
tcfae Tangenten eines Ke- sehe Punkte eines Kegel- 
gelschnitts haben solche Schnitts haben solche Be- 
Beziehung zn einander, ziehnng zu^inandetr» daf» 
. dafs a) 4er Beruhrungs- a) die Tangente In .'jedem 
pnnkt einer jeden zu den zu den drei Strahlen, wel- 
drei Punkten, in welchen che er mit den drei übrigen 
•ie 'yon den drei übrigen bestimmt, der vierte ha> 
geschnitten wird, der Tier- monische Sjtrahl ist« und 
te harmonische Punkt ist, zwar demjenigen zu^eord* 
nnd zwar demjenigen zuge- net, welcher durch den^ 
ordnet, in welchem die je- dem jedesmaligen Punkte 
desmalige Tangente von fugeordneten Punkt geht; 
,der ihr zugeordneten ge- und dafs ß) die Tangenten 
schnitten wird; und dafs in je zweien zugeordneten 
/?) die Bertthrungspunkte je Punkten und die Oei^ade, 
sweier ingeordneten Tan- welche die zwei übrigen 
genten und der Durch- Punkte verbindet,durch ei* 
schnitt der zwei übrigen nen Punkt ^ehen." Und umge-. 
Tangenten in einerGeraden kehrt-^) „Erfüllen vi er Punk* 
liegen." ünd umgekehrt: y) te einet Kegelschnitt« eine 
jpErfüllen vier Tangenten der zwei Bedingnngf n 
eines Kegelschnitts eine (^),8o s i n d sie harmonisch/' 
der zwei Bedingungen («), Öaher folgt weiter (/ links): J) 
(/?), so sind sie harmonisch." „dafs vier Tangenten eine» 
Daher folgt. weiter (/ rechts): d) Kegelschnitts, die ihn in 
„dafs vier harmonische vier harmonischenPunkten 
Tangenten eines Kegel- berühren, ebenfalls härme* 
Schnitts diesen in vier nlsch find.'* ^ 
harmoni8chenPanktea.be- ^ 
rühren." 
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Mittelst dieser Eigenschaften lassen sicli u^cliä4te- 
Jiettde Aa%aben «elur kiohl. iOsen« 

4. „Die eikiem gegehenM 
yier«e|t «iageaebrleb«««« YiereeJc iiiii«chri«beBen 
drei harmonUcdieii Ke^elp drei htrmonischeii Kegel- 
•chn'ilte 1« findeü, d. b., die tchnitte so finden, d.]i^ die 
. Fonkte*iaKngeben, In wel»' Tangenten enzugeben» T«n 
«bms nie die gegebeseB^hs** welchen ni« in den gege be- 
reden be rubren.*' nen Punkten berührt wer- 

' den.** 

Da Dämlich die Seilen des gegebenen Vierseits, et- 
iva A, Ai, A,9 As (Ffg. 42.), aof drei Terscbiedene Ar« 
len einander zugeordnet werden können (§. 4.), nämlich 
entweder a) A und Ai, A« und A3, oder b) A und 
A%f Ai und Aa, oder, c) A und A9, At und A«; so 
giebt es auch drei eingeschriebene harmonische Kegel- 
schnitte« 4^r^^ fierübrungspuiikXe unwitielbar wie folgt 
^efiuden werden* Sind jr» 9> } die Dnrchscbnitte der 
drei Diagonalen des Yierseits, so müssen , im Falle (a)^ 
die Berübrimgspunkte i, t^ einerseits nüt g (3,/?.)i und 
andererseits mit ) (§• 42, III.) in einer <Geradeii liegen, 
folgliclk mfissen sie in der Geraden g j liegen. Ebenso 
sind die. zwei Übcigen Berührungspunkte i^, durch 
die Gerade b)* gegeben« Ans gieicben Gründen sind 
im Talle (b) die beiden Paar Berührungspunkte ü und 
«j, Ol und da mittelst der Geraden fp, (9 gegeben; 
und ebenso werden im Falle (c) die gesuiditen zwei 
Paar Berfibrongsponkte ( und ^3, ^1 tmd ^, Irfofs durch 
Ziehen der Geraden ej, h( gefunden. — Andererseits, 
d. b«9 bei der Aufgabe rechts, werden, die ^^esncbten 
. Tangenten dnrcb ein entsprediendes Verfahren gefun- 
den, was Jeder leicht wird ausführen kOnnen. 

5.„Za irgend drei gegebe- 61» „Zn irgend drei gegebe- 
nenTangenten einesKegel- nen Pankten eines Kegel» 
sebnitts die vierte barmo* sbnitte den vierten barm*- 
aiiebe sn finden. . aiseben sa fiadea.'* 

Ei 
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ilieser Aufgabeo unttiittelbar ^üs (3, ß) folgt. Jeder 
Aufgabe komitleDt ven&öge der verschlededea Sluordtt 
nttDgeD, drei AuflOtangenI tli» * -> : i 
Sd wie zu zwei festen Pankten 6, f ih ^iner G<!- 
' raden A« (Figt ^Ö.) unzählige Paare vbn tugeordnetell 
liamioniscbi^ Pmikten.U f oföglicli nnd- (§, 8^'ült% 
ebenso sind also auch zu Irgend zwei fösten Tangen- 
ten A^ A, einea Kegelschnitts nnaShlige Paare von zu- 
geurdoeten' hAnnoittsdieii Tangenteti Ai, Air nOglich^ 
und es itiufs, mMgA (3, ß), del* Dardhtibliltt f eines 
jeden der letzteren Paare in der Geraden adi liegen» 
weldMs diilrch die BerOhmtigstiiitikte Jenes festen Taa^ 
getitenpaars geht, und die Terseyedeneil Paare BerMi- 
irungspunkte derselben müssen in Geraden aiOs» lie- 
gen» welche satlinitlich durch den Durehschnitt i der 
festen Tangenten gehMi. Atlde^^ folgt Entspre- 
chendes. Daher folgen weiter nachstehende Sätze: 

H. ^In Besag aaf ifgeaä S. „lä ftesiig auf irgenfl 
«W«l *^aflgentfea A,A, elftes trrltl Filakte B, elaes 
Kegeltehnitts giehi es %m Ksgelsellaitts giebt es 9m 
slhlige zu geordnete harsie» sihiijie lageordaete hsr 
nlsehe TaagenieBpaare, moaisehe Ponkteapaare, 
aamliöh ie^e iWei Tsageaf illflrltth Jejle swei Faak^ 
ten (A,, A3), derea Dareh* ie^B,» B«), die ia eiaer Ge^ 
achaiti (Q in derjenigea radea (I) llegea, welche , 
G er adea Mi, Jlegt, welche darch d e a' Darchs^kni ti 
durch dleWrthriingspaak* deif ' Tshgeatea ia jeaea 
tis jüncr itwei'geht» sittd ela Paaklea geht, aiad elü sol- 
solches Paan** ehes Paan** 

Biesii SAite gtethtteti ^ersdiiedMie Umkehmngeii» 

Wovon einige, als Theile umfassendeter Sätze» im nach-* 
sten Paragraph folgen^)* 

*) Auch enthalten sie besohJere Falle ^ iie später, hei Ütit***- 
ivckttiig der ooniogirilb Durchmesser der KegeUchnilte» in üetiaclit 
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ita . EfMgMti pfftjMiMDbe» Gelii^B; • .44. 

H«ttoe|iU«ll« P«le and Gctaile in JB^Mgiaaf ciaen 
*/: : Ke^eUtilutt.. . . .. 

44. Attt TOibeiigelieDdeti SA^en fol^ kicbt eine 
merkwürdige Eigenschaft der Kcgclschiütte » die für 
mglnj^fAMjJnteraudmnften 9^hr ürud&i^aj; und ia.tteue- 
rer 2^^$ Mit Mott^ e '8ie, in ApregüHg gebtvfdit, oiit 
gultwy Erfolge benutzt worden ist. Das Wesentlichsie 
4n74Wl^oU.bkfr knrx. apc^deutet werden. 

£9 i&m Af Ai» At» A» OTh^ 430 krffi^d viec Tan. 
genten eines Kegelschnitts und a» o,, di, tta ihre Bc- 
j4||}9i^9ipiMiMo«i Jlf l^^men dem Vierscit AA^AsAs 
' und «enifVieveck natüfCW» «n&er den in (§^4% IU,3<) 
angegebenen BeJfciebunften , aliek noch die in (§. 20, L) . 
«Ht^pnicbeuen Eigenschaften zu, wonach unter an- 
deren %.,^ ifiß ^ier Strabkn ja« »9» i^^t if ^^rm^ 
nisch sind. Diese Strahlen werden alsb jede Gerade 
hacmonisch schneiden (§. 8, II.), so dafs sowohl die 

vier Punkte a» jr* aa> h ^* 9^ ^i* ^« ^ 

als <ti, Oll F harmonisch sind. Vennöge dieser Punkte 
sind ferner sowohl die vier Strahlen fa^ fp, f^^s» f^» 
ab eüi» Ci» barmoiusch. Da m den drei Punk- 

ten a, öa, tt nor ein einziger, dem- n sugeordneler. 
Tierler barmonischer Punkt t) möglich ist, so mufs also, 
wton der Kegelschnitt nebst den Tangenten . A, A, und 
der Geraden c A fest bleiben, die Berfthnmgsaebne Q,e, 
der Tangenten Ai, A, stets durch denselben festen 
Punkt 1^ gehen, wo man auch den Dwrch&cbnitt .f der 
Tangenten auf der festen Geraden eil annehmen ma§9 
aus , ähtilichen Gründen mufs, wenn der Kegelschnitt 
nebst den Tangenten. ^, A« Mnd der Geraden ^r.fest 



kommen, nämlich man irird findent dtfo die Scheitel irgend sweler 
conjugirten Durchmesser eines Kegelsckn^ vier harinonisdbe Pünlte^ 
und die ihnen zugehörigen Tangenten tier hmnoBische Tangeatea 
'4«fl6elben bind. 
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hMbmKMBi Gä^iftit^^ mMie-dfe BtitthraiiiipDiikte 
de« . TaiKf^esleii A,, A« .vcrbiaiktt ' in^MtM 'durch den 

festen Punkt f geben ^ wo mdn auch den Durchschnitt. 

rMmimag. IKMrMf^ bancridlidaCr: infolge (^ 43, 

Ily 3y:/S,)4 di^ Geradie >e durch die Berührungspunkte' 
)»^ii|i.dei sich.!», f .schnaMfeiiiba Tm%tmm'-fp^ ff ^^lkt- 

e, üi^a^ dJlniäblig mit |> oJ^r ^ zusammen fallen iiefse%i 

M folgef juisftmiiiciigtiiaiimeti; nadistehei^ 

• • • 

1. .,Drehjt sich eine Ge* L „Bewegt sich eii^nnVt, 
rsde (fl,at, "d«'r a^ag), die ei- (f oder e) in einer festen Ge* 
■ •l>iP4ge'l»cJinitt schneidet, riid«Ä' «ief jfc) In der Ehe«* 
nm irgend einen (in ilir lif*Jnf.;;iS|B«8 legelschoittM.* ^ 
^enden) festte^nPunlLt (pod^r «) .so gebt rdif jentg^ GecsK, 
jp): «) sohlst der Ort desje« de Cvoders), welche zu den 
•igenPnskts (ft oÜer i% wel- zwei darch den 'Pilnlct* ge«^* 
eher zu iden cwel Il»reh* h^aden Tangenten (A,v}Ajiff 
schnlitspunkten (ai^a,, oder od^r A, » Aj) und derf«f,tei^ 
St ,^2) und dem festenPank- Geraden die vierte, der. 
te der viertel vird sWardem letiteren ziigebrdi^<it^,'hah 
, leiste ren so^ordnete, hir*^ manische Gerade (Strahl) Utp 
moilische Punkt ist-« eine durch finen hestLmmfii^, 
besiinimte Geralde (y oder x); Punkt (p, oder nnd y^ nm^ 
^ vnd ß) in dieser Geraden diesen Punkt drehi sith zip 
bewegt sich zugleich der gleicüli dhe|eii|g%>» Gtti&e 
Durchschnitt (f oder e) der- (Siaj, oder i^ji;)» i|f|ll€{|^> 
.jenigen zwei Tangenten durch die Bertllirangspunk- 
(Aff A^ oder , A2)^'durch te(a^,a3,Silfer«|s4^4eV<^di^ 

deren Berihmngspankte' nialigetf'«ilvrei''«T^geyb%fl( 
jene bewegliche scluisft*'g^bl(** ' (' * »: bfi»;|lf ' 
deade Gsrade geht** ' ' '« * »' i**"' T"'^'*^' :r ■ .«a.-?.»;. 

YeriDÖge dieser ^ier|L^ürdigen gf ufi fiitigon Jic li^o. . 
hmf des . Punkts y^iodtr^uad der QpnMa y ifder'x) 
iHi 'VerMtiiifr mm Kegelsc'hnitt (a), soll in der i^ofge ' 
die Gerade „die Harmonische des Punkts,'* und 
der Punkt „der harmonisch« Pol d^r Geraden" 
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164 . ' £fk««§iiufe |^)•cliT^|^tl^er GeUldi. — 44«- 

ia ikSBü^tauf dea KegelschniU^.'iidfseti^)^' Huiiaieilt' 
dab je MhdkdK »dkriPaalU' ioBei'lialli>i.^*f»:fr;. Metf» 
' auCserhalb) wie JT, des Kegelschnitls liegt ^ seineHar- 
meMBche «ie» Kegelschnitt gar Dicht begegnet, wie. 
y4.lOibr jbB> SittIfcMidftft« «««i and: s^r ite* ia dcai 
Bertihruugspatikfett <| der durch den Ponkl jr ge^ 
b^den i^'angenten schneidet^' wie bereiU oben bemerke- 
wordtü^ Üo' deCB ebe »de-r &arcliMliiiiu irgeiiil- 
sweier a^-tagea^M 'eiiiieiCeg«U€hniaf »lder*li;et^ - 
meniscbePol der durcb dieBerübruugspunkte 
gekenden Geraden ist;*' dafs also e die Haf- 
fllöfiltefö ^nl^ts ( «lie Hannoiiiicbe. detjpii|»ki8 
f, c die Harmonische des Punkts 8. w., ist» Dem-i 
nach geht die Harmonische jedes Punkts (f» t^ j, 
der ^rad^te T dardi den hürinonisch^' Pol det- lete^ 
teren. Gleiches findet euch bei der Geraden X statt, 
Dämlich nicht nur die Harmonischen der aufserhalb des 
lEeg(daclmitti ife^eiidea PMkle f,>«..»..| eoikderti aocb 
die deir iniier1ian> Hegenden, wie etwa i, gehen durch 
den Pol p, denn da die vier Punkte ^> e^ f bar- 
mdliieek aind^-eo liegt p bi der itamoniteheU s dee 
Punkts 1^ Datier folgt (was iuiin Theit/ mit anderen 
Worten ausge&procheOi' im vorstebendea Satze (l, ß.) 
enlfaaltea ist>; 

ll*^ie barmonischenPo- . IL i,D ie fiarthotiisch eh 
Ici aller Geraden, die dafch 1er Punkte, die in irgend 
irgend einenPunkt (9 oder;:) einer Geraden (yoderx) lie»- 
gehen, in Bezug auf einen gen, in Bezug auf eittenKe> 
Kegelschnitt, liegen in ei- gelschnitt, gehen durch ei- 
ner bestimmten Geraden nfen bestimmten Punkt (9 
(joderxXnöralich in derHar- oder je), nämlich durch dett 
moBischen jene« Pttnkts.? harmonischeB . ^ ol ieaer 

Geradem** 

; • « • • 

' «) tKe firunSsiaclita HaUiemtiftei^ ttelmea sfe gewttnlicii 
icUfcirtlihi. Pelaire nad Pol« 
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44« Hantt09,Foleii, Gerade loBesqgltif^iaeiiiCegc^cli. l^S 

Oder klUrseti 

„Gehl eU« Gerade di|reli ...„tleg» elp Pn^i^U. In ir* 
irgend einen Punkt, so gend einer Cer^j«n, 
geht die Harmonische de« Hegt der Pp]l der letxteren 
letsieren darch ilic««^ii«r-^ ^n eei^er Uerpjmiftf Ji«9«'* 
yiienieelieii Pol," ' . 

• BAiiD vird bemerk^i!, dafs Beides im Griiiide Dur 
du Dod derieibe Satz ist In der Folg# toHen jr^^ 
^wci solche Gerade, von denen jede durch den har- 
lUODiscbeh Pol der andern geht, ^z\rei zugeordnete 
]iarnipnUclie G'erade,i^ oder 'sobtecklhin „ zwei. 

11 geordnete Harmonische,* und ähnlicher Wetse 
sollen ihre Pole „zwei zugordnete harmonische 
Foie*' heiieeii* Es sind ako ioWokl.y. und -x^ als x 
nnd z, als t und s, w«, Zwei zugeordnete Har- 

.Hiouische, und sonohl p und 9> Ji und ^» 9 und ^» u. 
8« w.» zwei zugeordnete bamMMiische Pole. Ferner sol- 
len ye drei Gerade, von denen fede durch die har- 
monischen Pole der zwei (ihrigen geht, wie z^B. x,y, z, 
oder X, e, s, „drei zug^or^u^t^ Harnioni sehe,*** 
und elmso j[e dreiPunkte, von ^snen }eder derllurch- 
schnift der Harmonischen der zwei übrigen ist, wie z. 
B. Pj !), oder ]Cp e» »drpi zugeordnete harmo- 
fiische Po^" genanut werden. Bj^ Onrchschnitle 
dreier zugeordneten Harmöniscben, siud» wie man sieht, 
.zugleich drei zugeordnete bari^onische. Pole» und ^ucb 

.UQigek^M* . \. 
! . Da die drei Geraden x, y, z, so wie die drei 

Punkte Jf, 9, J, sowohl durch daa vollständige Vierscit 

AA1A1A99 als durch das ToUstündige yiereck.aaiasas 

besUnimt ;iterdeD» to folgej^. ui{n^t|^tb9r^^Ghstehende 

Sätze; . . . t j. 1 , . 

nL Jllle «loam TalUtl«. 1 m. hAU« einem (ralieüiii- 
digenTierieit AAfA^As.eii^ dif«a) ViereclE ftS^ajSj nm- 



Digitized by Google 



I 

I 

166 '•'•Ei'xeu^sie projectiviscfier Gebn<le. ' 44, 

gcicliriebeneBKegel»eliftit{ ■eliFle'beiieB Kegelselinllte, 
le» litben (emeisieliaftlieh Ii abeii gemeintekaftlick 
lirei sa|eördaete Harmoai* 'drei zageordnel^ h«fm»nl> 
sehe and drei lageordne» iclie Pole jaiid drei sngeord» 
te harmoiiieclie Pole, nim* 'Bete Harmonieelie, mm» 
lieh die dvet DlagOBalen z, lieh die drei0are1iaebBitte 
j, B des Vieraeite BBd ilire der gegeniber 'aiebeBdeB 
Darcbaebaitte j;, 9,). . SeiteB.BBd die dsrcb «ie 

beatimmteB Geradea.'* 

Nach dem feslgefllellleii Plane darf diese Iruclit- 
bare BetrachtuDg gegenwärtig niclit neiter eotwlckelt 
veerdeu; nur folgende Aufgaben, die mitte^ des Li- 
neals sehr leicbt vi lö8ei| sind» inögea hier noch Plala 
findeni 

IV. ,,DieHarBl^alaebe-li^ IV. „Dea bamoa^ebea 
gend eines f^egeb eaea Po) eiaer gegebenen Gera- 
PonitB, in Being aof einea den, in Besag auf einea ge- 
gegebeaea Kegeiaebaitt zu gebeaea Kegeiachnilt ti 
fiadea.'^ fiaden." 

• 

Es sei etwa f oder p der gegebene Punkt (links). 
Man siehe durch denselbeil' irgend xwei den Kegel- 
schnitt schneidende Geraden d, e, odet* c, f, verbinde 
die jedesmaligen vier Durchschnitte a, at, dt, paar- 
weise durch zwei Paar Geraden b und g» c und oder 
b und g, d und e, so' Uegen die Durchschnitte |, 
, oder I, f dieser Geradeopaare, zufolge der oben an- 
gegebenen Beziehungen, in der' gesuchten Harmonischen 
X oder 7, welche also gefunden ist. Auf diese Weise 
suche man, um die Aufgabe rechts zu lösen, za irgend 
zwei Punkten der gegebenen Geraden die Harmoni- 
"^hen; 80 ist der'Durcliscbnitt der letzteren der ver- 
langte Pol (Ii;, ' • • 

V, „An einen (g<^<ßtdiQet vorliegenden) Kegel- 
aebnitf» mittelst des Lineals» Tangenten zu ' 

/ ziehen, die durch einen, auferhalb desselben 
liegenden» gegebenen Punkt f gehen. 
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BteMnI«, MbdV^lialu, diaHraoiiMelM i des 
gegeben«!! PobIiIs ^> «ad » w iw ide die Pimkte |>, in 

welchen sie dem Kegelschnitte begegnet, mit dem ge* 
(«bmeniPnokte darck Gerade, lo l^od diese die yer- 
Jangten TaugenCen (tniolge der oben itekindii^ Ber 

trachtung). ^ • ; . • - 

45. Die vorhia.(^§.44i) eotwickelten Sätze über baiw 
monlairh^ Geraden ii^d Pole aiiid die Fondaniental- 
sfttze von einer sehr fruchtbaren geouietriscben Unter- 
sachung, die in der neuesten Zeit von französischen 
Malheniatikem.niitgrorseui^ErfoJge angewandt und answ 
gebildet worden. Ich nmfs mir Torbekal^, später 
auf diesen Gegenstand zurückzukommen (im vierte» 
Abschnitte), wo alsdapn nicht allein grobe Reihen Ton 
Sfttzen und merkwflrdigen Eigenschaften entwickelt wer- 
den , sondern auch da9 eigentliche Weien des Gegeu- 
atandea grfindlioher und vAiCsasender dl^dtfUlt linden 
wird* Denn ili der That wird -sieh xeigen, dab weder 
das Vorstehende (was hier nur beiläufig entwickelt 
wurde), noch die Art und Weise, wieder Gegenstand 
bisher too Anderen behandelt wordeil, über die Innere 
Nulur und die eigentliche Bedeutung dieser Eigenschaf- 
ten gehörige Auskunft giebt, sondern dafs vielmehr 
dieser J&egenatand, wie er bisher aufgefaCst und erkannt 
worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen 
ist, wovon der andere Theil, der mit jenem Jn. sehr 
naher Beaiehung steht, unter anderer Gestalt 'Ittngst all- 
gemein bekannt war, und dafs endlich die gemein^diaft- 
liehe Urquelle beider Theile aus einer eigenthüm- 
iichen Verbindung pro}ecti vis eher Gebilde 
entspringt*). 

* 

' y ... 

• '^)I>iddkk wM wilsr aaderw anch die iMilEwfirdl^ 
schalt fOB sechs Puoklea la dasr Qsndsa, ^ D^ssrgae^ 
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Um hier 

weoduqg dar im Yorhergebenden aufgestellten Ejgeik* 
•cliafiaa dar hakaMUHsdieii Gmiieii «ad Pole su sei* 
gm» soll ein von Vriancboa* gefundener weikwllidi- 

ger Satz über Kegelschnitte*) dnrch dieselben bewie- 
sen werden. Der wird du|r^ ffii^ende Aufgabe 
herbeigefahrl. , ' 

„Wenn in einer Eben^ „Wenn in einer Ebene 
•ich irgend iwei Kegelp sich irgend zwei Kegeln 
tehnitte K, K| befindepi tchnlttfi K, b^fiodemi 
welchem Qeteti sl^d di|iiii welchem Geset^ sind daafi 
die den Tangenten dfs ei* die den Punkiea des einen 
aea In Beziehang a«f -Ki, im BexieiiMg amf de« 
dea «ädeaanK, entspreche»- «äderen K, eaispr««ha«dem 
fle.^ harmonifchfil Pole ^a- Harmonltehea aaterwort 
terworfen?- f«a?* 

, £i ««ayp^i^, b, c, e, f irgend sech^ Tangente» 
tm.def Keg^^hnilto und 4, 6t e» f die ihnen 
entsprechenden harmo^iseliea Pale. Das Secbsseit 
a b c d^e f hat die Eigenschaft, d^fs die drei Diagonalen, 
Fslch^ dif gegepfitieiiteiiendm £^cn Ter^defi, eiur 



^fluTolution^^ genannt wurde, und mit der aicli nacli Ibra r^r*' 
scbiedene Mathematiker beschsftiget haben, anf dne aehr e^n&^bi^ 
and betne4igeiide Weia^ aa%ekllrt werden. 

*) X. CoMir «hl JenriMl 4t tS^ajtf Pti^füfkdfm^ 

Wenn in der EJi^e ^ines Keg^lscbnitta mebre (Jerade 
oder Punkte angenommen werden, die in Ansebnng ihrer g^en- 
^^itigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind, 

ßo kaun gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bezug a^ 
den Kegelschnitt, entsprechenden haiuiQuiscben Pole oder Gera^Jeu 
lintemorfen seien. Und eine Sholiche Frage kann aufgeworfen wer- 
den, in Bezug auf eine FlScbe zweiten Grades im Ranrae. Die 
ans diesen Fragen entspringende Untersuchung h^bep die fraoiösi- 
•chen Mathematiker „Theorie des polaires reciproques*' 
genannt. Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untersuchung zu 
Grande liegt, hat aucl^ MQebius Cßarj<:?(4rische Calcul, $. 287.) 

' snf aehr geschid(te Waise bawicaen. . 
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aiier fa k§Hki Eimern INukto IrfflMi (% A% l, h)f d». 
Ii€r MfitMii Ae drei DwcliMbnilte der gegenflhente* 

heDden Seiten des Sechsecks abcbef in eifier Geraden 
Ufl^en, weil iie die barmoyiebeQ Pole feiier Dingona« 
•iiid (§. H wA dftt.SedMck <itc»ef 

* irgend eineni Kegelschnitte eingeschrieben sein (§, 4% 
I, 2.); und da dieser K^elscboitt diircb irgend fünf 
BrndLfe^ et#a dmcb a, ^, hf e beeliwrt in (§.41,1.)^ 
so ist er folglich der Ort der harmonischen Pole der 
Tangenten des KegekcbnitU Ki» weil jede Ji|e(iebige 
andere Ttfl^gtsiAe statt jeiier eeehsten f '^enomnAii wer« 
den Hanp> LäCst n\m die bewegliche Tangente f aÜT 
loäblif^ mit einer der festen, etwa mit a, zusammeofal* 
leD, so wird sieb der Parcbscbpitl beider Ta&geiUea 
mit dem BerOhningspunkte üi der festen Tangente a 
vereinigend^ und dann müssen auch ihre Pole f, a sich 
▼ereioifeB, und also die Sekante ef des Kef^elscbnitts 
Ks in di^ Tapg^te ai im Punkte Ü fitierg^hepi und 
zwfir mufs d^ese X^Pg^nte ai die Harn^pnische jenes 

BeHilirangspuDkts ai saun. AlsQ tvtHiW nacbstebend^ 

„Weqa einer £l)ene sich irgepd zwei 

, Kegelsc^bnitte 1^» Ki defipdent liegen die 
den Taugeaten a, b^c, ....^ des ijweiteii K|, ii| 
Beziehung auf den ersten. K, entsprechenden 

liarmoniscben Pole a» c, in irgei|d einew 

bestimmten dritten (Cegelsebnitt Kt» und es 
l)erü)iron die den Punkteq ({n 6i, Cp des 
zweiten entsprechenden Uarmonischea 
Si, b|, C|,....r eineii nnd denselben dritten Ke- 
' gelschnitt Ka, und 7war sqlcher Gestalt, dafs 
jeder Tangente a und ihrem Berührungspunk« 
te «1 des aweiten Kegelsebnitts Kit ein be- 
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170 ErxcngntMC pfojMMbcr OMU, ' 46. 

»HminCer Puokt a H«d detieii «a^«b4lrigt 
geDte al Ini dritten Kegel seliöitt eDts-j^riGht.^ 

Wofern der zweite Kegelschnitt K| nicht (oder 
wedigsteiis Bicht g«Bz> von dem ersten H eiiigeMUos<* • 
seil wMf rdgt au« dietMi Satte, ^niiöge (§. 44.), m« 
miUelbar der anfangs erwähnte Satz des Brian choi^ ' 
ndinlichr * 

'„Bewagen aicli'zwei verliideriicke Tun*. 

genten eines Kegelschnitts K, so; * 

dafs die Gerade darch ihre dafs ihr Darehschpill ir« 
Berüliranftpiinkte stets Ir- gend einen zweiten Kege|« 
gend einen yw^eiten Kegel- «qhnitt durchläuft, so 
sohnittKi berührt, so durch- ber&hrt die Gerade darcli 
ISuft ihr Durchschnitt ir- ihre Beruhraiigspviilcte 
gend Pillen dritiea &egel«> stets irgend einen dvitteii 

Zasammengesetat^re Sltiie «ad Pori»a|ea«. . 

'46. Durch Zusauuiicnstellung oder Verbindung 
. projectimcher Gebilde (Gerade und ebene Strabl- 
bfischel) gelaugt man, mit BerficIrsiichtIguDg ihrer Er* ' 

Zeugung der KegelschniUe (§. 38, Ilf, IV.), i« zahl- 
reichen merkwürdigen Setzen und Porismen, wovon, 
geniäfs der obigen Festatelldng (§. 39.), bei^piebweiao 
hier einige entwickelt werden sollen. 

L Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, A| 
(Fig. 45.) perspectin^dr, und ist B, ihr Proieetions- 
pünkt, und sind sie ferner mit irgend zwei Strahlbtt- 
schein Bi perspecti?isch, nämlich A mit B, und Ai 

•) Mittelst dieser Sätze kann ron folgenden twci Aufgaben: 
,,Die gemeinschaftlichen i,Die gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebe- Punkte zweier gegebenen 
nen KegelsQ^aitte zu fia- l^egelscbnitte zu finden", 
den" * . 

jede auf die andern surückgefahrt werden. 
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46. ZunnunengcseUtere* Säl^e uod Porumeo, 171 

mit Bf, so sind diese Strablbüscbel B, Bi unter sich > 
projectiviscb (§*.M> '^^0* erzeagen folglich (§.38» 
lY.) eioen. Kegelschnitt, d. b., die D'orchscbnitte a„ b,, 

ihrer entsprechenden Strahlen, also insbesondere 

auch der DurcbscbDiU Cfi der Geraden A, Ai, weil in 
ihm iwei entsprechende Strahlen e, ei sich treffen, lie- 
gen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch 
[BBJ bezeichnet werden soll« Sind andererseili 
B, Bi (Fig. 44.) irgend zwei perspectivische Strählbif- 
scbel; istA, ihr perspectivischer Durchschnitt, und sind ' 
sie femer mit irgend zwei Geraden A, Ai perspecti« 
▼iachy so sind diese anter sich projectivisch nnd erzen- 
gen also irgend einen Kegelschnitt [AAJ. Hieraus 
geben unmittelbar folgende bekannte Sätze bervon 

„Bewegen sich dieEcken „Drehen sich die Seiten 
Off 02 eines veränderli- a, , eines verUnderli- 
chen Dreiecks a a, (Fig. chen Dreiecks a 02 (Fig* 
44.) in drei beliebigen fe- 45.) um drei beliebige feste 
strn Geraden A, A^, A^, und Punkte B, B, , B^, und bewe- 
gebeii zwei Seiten a, a| des- gen sie Ii zwei Ecken ft^ . 
selben stets durch irgend desselben in irgend zwei fe- 
zwei feste Punkte B, B, , so stenGeraden A, A,, so durch- 
berührt die dritteSeite a^ läuft die dritte Ecke d.y ir- 
beständig irgend einen be- gend einen bestimmten Ke- 
stimnitenKegel8chnitt[AA,], ^elschnitt [BB,], in wei- 
der nämlich auch die bei- oh em nSm lieh auch die bei* / 
den ersleren Geraden A,A| den ersten Punkte B, B,, 
nebs t der G era d en ee, durch nebst dem Durchschnitte 
die festen Punkte B| za eej der festen Geraden A,A| 
Tangenten hat^ liegen." 

Und umgekehrt: 

«Bewegt sich eine Seite ,^Bewegt sich eine Ecke 
eineg y e ränderlich en eines reränderlichen 
l>reieckf aa,a2 alsTangente Dreiecks ÜÜ^Üg in irge 
eines festen Kegelschnitts einem festen Kegelschnitte 
IAA,], und drehen sich die L1^B|], >v8hrend die zwei 
iwei übrigen Seiten a. a, Abrigen Ecken a« a, irgend 
anirgendawei festePunkte iirei feste Gereden A» A|» 
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B,B| U tinerT^ageBt« 4e.i«\4ercs Dlirtlbicliiiitt in 
Hflben, «nd bewegen fielt Kegel«e^piU Hegt, ^^rtk- 
dl« diesen Sejten gegen- I^ufeo, und dreien »icl^die 
iberliegenden Ecken ft, dletenEclren gegenftberi^e- 
desDreieefcs in irgend swei gtüdenSeitena,«! am Irge^id 
linderen festen Tangeqtev. swei f«s|ePnatcte B, ^es , 
^ A, des KegelseliniUs, #• K'egelsebniUs, so geht die 
dnrcbllaft die dritte Ecke dritte Seite a, e^^U dnrcb 
irgend ein« beftlmmte I rgend ein ^n bestimmte y 
ürerade A,^** Ettensa kann j^de Pank; Bj^,*' Eben so ka^n je- 
der swei Qeittden A, A,, sow^e der der •«vei fiinkie B, B^, i 
jeder ^er zwei Paalrfe B| als wie jede der swei Geraden A, 
Folge der jedesrnsÜgen ftnf tbri» A | als Folge* der jedesmaKgca 
gen C^eiiilde geseUt werden, fSailt ilhr^ea Gebj^de gesetzt %\«r- • 

den, I 

I 

Ii. Slüd irgend irler GehUde A», B, B, (SSg.4$.\ 

iiutcr einander prajectivisch , und zwar liegen sowohl 
^ und 3, als und Bi perspeclivisch, dagegen so« . 
wohl A nid At« ala B und.Bi schieß so dab also dia 
?wci letztereil Paar6 irgend zwei Kegelschnitte [AAiJ^^ 
£BBJ erzeugen» SQ folgen io Ansehung d,ex entspre-i 
ckeodenEteiHenta» wie etwa a|$ a, «i* ooi) die durch I 
diese emoglcii a,, a», luimitielbar nacbsteheode Sätze; 

h. nPrehe« sieb swei Sei- «»llf wegen s|cb swelEeke« 
len a, a|^eii|eK TerinderU> ft, fl^ eine« Terlnderlicbe« 
eben Dreleeka sa,«« am ir- Dreiecks ilft^ in ^rgen4 
gand swei feste Parkte B, twei festeaTangeaUa A,A^ 
einea fenien K e gel- eines festen Kegelschnitts 
achnilta [BBfl wKbrend die [AAJ, wihre.nd dU (bne« 
Ibpen §egienftba»lieg enden gegenIhberHegandenSeiles 
Ecken S in irgend swei a«, a sieb n«i irgend swei 
fastenGeraden A|«Aeic1i be- feste Pnnkte B|, B drehen 
wegen nnd die dritte Ecke nnd die dritte S^ite a, ateta 

denKegelacbaitt dnreb- d«a Kegelschnitt bertbrt, 
Uaft, «a bewegt sieh die fa dnrcbllnft die dritte- 
dritte Seite a, als Tangea- Ecke ^ irgend einen ende- 
te irgend eines bestimm- ran bestimmten Kegel- 
tenKegeisebnitts[AA|], der schnitt [BBJ, der nimlieh 
nimlicb ancb ]ene swei fe- allemal dnreU fene swei fe- 
atcn Geraden berfthrt" sten Pnnkte gebt** 
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•]>i8AM|ftSUDg der übrigen Sätze^ wo nSmlicby slalt 
wia hier aaf di« KegeUduiille [BB,]» [AAi], nage^ 
kehrt eiüf . eins der Gebilde A, Ai, B» Bj gescUasseii 
wird, überlasse ich dem Leser«' 

Ito li^Mto-iUgelMtettte [^^ i^ftij Wbwiel* 
m <Bi)^iitlilhrilicli« BesMun^ ta eiiiMiierv Ab Mk^ m» 
lange [A A^] gauz oder fcum Tbeil innerhalb [BBi] 
liegli dmdi Mgende ^ nerkwfiriKgf SigeBschafi kiMMl 
glebt ' IMuigt Blaillili dw btwegte PoDkt d, in die 
Ilttrchschnitte 6,, c^^ b^, fi der Geraden A^Ai und des 
KugeiackBitU [BBJt «o> tetmigen akb. offenhur so- 
woU dteStrablen b| mid b^» «b Ct and c^, di d und 
d||. als e und e^» so dafs also jedes der zwei Dreiecke 
i^Bii'^ffB dem Kegelschnitte [BBi] eingeschrieben 
und de» Kegelschnitte [AAi] mntchnebeia ittr Dn 
dnrch diese zwei Dreiecke nnd durch den einen oder « 
den andern der beiden Kegebchniite die oben angege- 
benen projacüviadienr BeiielHuigen der Gebilde A> A» 
B, Bi besHinntfl tind> wie man leicht bemetken wird^ 
fio folgen also nachstehende bekannte Sätxe. 

1 „Slnd'iwel Dleteeke S. ),Silid iWei Drsteicke 
IfCg^i) b^fgH %iaem Keg^l* IfCfBi, ^t^^B einem' Kegel«- 
•ejmitte [BBJ eingeschrie» e^httiUe [AA|] umschrieb 
ken, so eiad sie ingleick hea, »o sind sie lagleick 
iVgisüd einem anderen Ke- ifgend einem anderen Ke*- 
gel8chnUte[AA|] nmsckrie* gelachtaitte [BB|] eiüge- 
ben.^ • •ckriebeuk*' 

Und femer folgt t ' 

8. rtHaben zwei Kegelschnitte [AAi], [BBJ 
solche Lage, dafs irgend ein Dreieck dem ei- 
nen umschrieben nnd aogleich dem anderen * 
eingeschrieben werden kann, so lassen sich 
* unzählige andere Dreiecke unter denselben 
Bedingungen beschreiben (AttniUdi jeder Ponkt 
des Kegelsc^tU [BBi], der nicht innerhalb des Ke-^ 
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gelschniüs [AAJ k^M^Q Ecke ciiMM^.^a|]^eQ Drei* 

i ilKr: üiewftii de# AnfMiiiibK Itf (§^17/111). Da« 

bei dieser Auflösung, die sich auf eine der fruchtbar- 
•lea* Aufj^abea besiebtr angewandte sehr bequeae : Ver<- 
. Ml«*, gröadjfl* mk auf . folfeBike »VeifcMiiiig;, IMm 
nändich die vier GfebiliTc A^ Ai, B,B,, aufser den vor- 
bin angcgebenea pro^fustivischen Beziehungen , nock 
Mtche btsotodkaie lA§e.M mmudmi^Mi^. iLimd Ai. wtlk 
einander utid B und Bi ooncenfrisch liegen, wie in 
(Fig. 230) und geht irgend ein Kegelschnitt durch den 
gemebsdiariticbeftAfittclfi^t (BBi) der StrabUMtachd» 

welokep die« Sinlileii der ktitere» in «, ß, y, ; 

fiu /tf schneidet, so werden, wenn man etwa 

« und a, eis MUteipiinMe iweier StrAblbOscbel 
anninimC, towebl die .Straklbdadiel a und B, in Aose- 

buog der Strahlen 8] y bg, C), .«... und dl, bi , c., , 

ab die SmddbOacbeL «ad B Ja Aiisebiiiig:.der Stiab- 

lea 83, bj, Ca, •••••t uad a, 1», projeetivlBcli 

sein (§. 38, IIL), daher sind auch die Strabibüschci a 
und ai ifk AiMehi|B^. der. Strablea a»^ b^^ c,, und 

atf bt» Cb» projectiviseh (§. 11, IIL),* und zwar» da 

zwei entsprechende Strehlen a,, aa vereiniget sind, lie- 
gen sie perspectiviscl^, so dafs also die Gerade ß^y{ 
oder As ibr pevvpeetivi^cber Diurchechnitt ist* , Durch 
jeden Punkt der Geraden A, sind demnach irgend zwei 
entsprechende Strahlen der Strahlbüschei bestimmt, 
wie z. Q. diircli die Strablen btf.bet- und dnrqh die 
Punkte ßi, ß, in /welchen diese StraUen dem Kegel- 
schnitte begegnen, sind wiederum zwei eqtsprechende 
Strahlen bi, b der SiraUbOscbel Bi». B bestinunt; da-, 
her ist klar, daCs die auf diese kt% Ton den Punkten^ 
€, X, in welchen die Gerade vom Kegelschnitte ge- 
troffen^ wurd, abhängigen entspr^enden StraUenpaare 
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t uad 1^» k «ndHk, 4e» SfraUbOaiahel B |ioil;B| BOth* 
wendiger Weise nufdnaifidei' fallen toAnnctt, and dafs 
daJier auch in den Punkten, in eichen diese Strahlen 
den anfflinaiider Ji^gendes Geraden Ai begegnen» 
efitirplN^i^iide' Ponkletipaiinre i nnd f^, t und fi der 
letzteren vereiniget sind, was bei der obigen Auflösung 
aDgenommen wurde. ^ \ t . 

Wenn mati anmalt ^ Kegclsclnitts, der dareh 
-den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (BBO der Strahl- 
bQschel^ Bj gebt^ einen anderen Kegelschnitt zu Hülfe , . 
nfthme, der die anAünander liegenden Geradan A, Af 
berührte, so würde man den Beweis für die entgegen- 
gesetzte ^Auflösung erhalten, welcher: oben (§.17,11, b.^ 
ErürlMmung gesebab. Jf)ifi .^ufrfiQbning .ivirid den JU»e«r 
überlassen.. ; . 

, , IV* ,Wird aufser den oben (II.) vorausgesetzten 
Beziebttii'gen fler vier Qebfl^e Ai At» dafa aie 

nSmlicb oiiter einander projectmaeh seien« und aowoBl 
AundB, alsAi und B| perspectivisch liegen, nun noch 
angenommen 9 es aoUen entweder die Geraden A, A^ 
^leieh sein und anfeinander liegen und gleidiliegend 
sein, wie etwa in (Fig. 48.), oder es sollen die Strahl- 
büflcbel Bf Bi gleich sein und concentriscb liegen und 
gibiichliegend sein^ wie etvi^a tn (Fig.'47O0 so folgen 
unmittelbar nachstehende bekannten Sätze: 

yBleUt der Winkel (m«) JBleibl dieGruttdlinieM^ 
aa der Spitie,«iaes verla* eines verinderlicben Drei« 
derli4sheft .Dreiseita aa,ag ecks aa,a2 (Fig. 4fi.) der^rS* 
iFig*47.) der6f5fse nach l|e*. feei nafh be^Uadlg, aber 
•tindig, aber dreht, er aieh bewegt sie 'äicb ia irgend 
am aeia^em fesiea SchetieJ-* einer featea G«r#4en(AA|\ 
|ranit,OB,), wihread ^ie wihrend die. zwei, tbrigen 
a^e^i Übrigen Eekea fi, «Seiten a, a| sieb nm-swei 
flea Dreiaclca irgend swei feste Pankte B, B« drebea, 
fe»te Geraden A, At dnrdi» so dnrcblinft die Spitze 
laufen, io bewegt sieh die des Draiaaka eiaan ba- 



Digitized by Google 



176 



Erzeugnisse projectiviscber Gebilde, 



46. 



Grandlinle a.^ als Tangente RtiinintenKf><!;eUc1inltt[BB,], 
irgt'.tid eines b estiintiiteo der namentlich durch die 
Kegelschnitt« [AA,], der zwei festen Punkte geht." 
auch die iwei festen Gera- Ist sowohl bb^ als öe^ gleicli^deh 
den berührt" Ist sowohl der beständigen Grundlinie üfl,, so 
Winkel (dd,) als (ee^) dem be- sind d,e^ die dert Punkten B, B, 
ständigen Winkel (aa,) gleich^ tugeh5rigen Tangenten des Kegel- 
sr» sind b, e, diejenigen Punkte, schnilts (§.38, IV.). Da die un- 
in welchen die Geraden A, A, endlich entfernten Punkte derGe« 
Tom Kegelschnitte berührt wer- raden A, A, einander enlspre- 
den ($i 38, IV.). Spater wird eben (§. 16, III.), so mufs nolh* 
sich »eigen, dafs der Punkt (BB,) wendig (AA,) Asymptote dts 
ällemal Brennpunkt des Kegel- Kegelschnitts, und folglieh muh 
Schnitts sei *). dieser eine Hyperbel sem ; vu s. w 

V. Sind vier Gefade A, Aj^ A,> A3 unter einander 
{)ro)cctiTiscli, Und sind sowohl A und A,^ als A^ und 
A3 gleich und liegen sowohl die ersteren als die letz^ 
teren aufeinander und sind gleichliegend, wie etwa in 
(Fig. 49.); und befinden sich A und At in perspecli- 
irischer, dagegen sowohl A üiid A3, äU Ai und A„ als 
A3 und A3 in schiefer Lage, wonach aLo )ene einen 
Pro)ection8punkt B haben und die letzteren drei Ke- 



II 



*) LKfst man die eine Gerade^ etwa A,| 6i'ck entfemen, bis 
sie »uletzt in unendliche Ferne gedacht wird, so sieht man^ dafs 
alsdann die Strahlen , a^ parallel werden, udd mithin der Win- 
kel (ad^} auch b<!sU<ndig wird, weiln (aif,) es ist; da aber in die^ 
sem Falle der Kegelschnitt [AA,]^ rermöge der unendli<ih entfern- 
ten Tangente A,, eine Parabel sein mufs (§. 36.), so iiiefst daraas 
d^r folgeride bekanäie Satz : Bewegt sich dei* Scheitel a feines 
beständigferi Winkels (aä,) in eidef festeii Geraden A4 
während der «ine seinef Schenkel « sich nm einen fe^ 
stfeA Punkt (BBf) dreht, so bewegt sich der andere 
Scherikfel als Tangente einer bestimmten Para b el« 
welche auch jene feste Gerade berfihi't (nnd den festen 
Punkt »ütn Brennpunkt hat).'' — Andererseits (rechts) entsteht 
ebenfalls ein ei^enthumlicher besonderer Fall, ^tenn man den einen 
Pnnkt B, sieh in s Unendliche entfernen läfst^ Anch können hier 
die Geraden A, A, ähnlich angenommen t^ei'den, wodurch der 
obige Satz wesentlich verändert wird* 



gelschpittc^ £A4jf [AiAJ, [AiAs] eracugen; — und 
m4 «»derirndts ▼««.▼ie^ pfoj^cciyiichco StrMrihQKhefai 
9, B,, B,, B« (Fig. 50.) sowphl B Mnd B«, ak B. und 
Bs gleich, coDcentriscb und gleichliegeodi and befinden 
#ick 3 iMid Bt in fenpectimcbert dagegen towoU 
B wd Bs« «U B| ond B,, als B, und B«, pn scbiefer 
I^age, wonach also jene einen perspecüviscben Diurckr 
sdwitt A hab&^ imd die let^firen. .^ei Ki^cJi^Mtt^ «i^ 
> sengen »atteD: ao ergdbm iich mu dieser Zusammen- 
•tellung unmittelbar folgende zum TLeil bekannte SjUae: 

'^Bleibe« t^i gegeattber „BMWaa ■we! gegeafiber 
atebaada Saite« a«t, a^^j ■.^ben^aWiabel <aap,(»,a,) 
•iaea ▼«riadarliebea roll- aiaea Teriadarlichefi roll- 
atlndigea iTieracita «aiastts ttiadig^a Tierseits aa.a^a, 
(Fig. 49.) disr Grerae aaeb (Flg. M.) der Gr5fse nach 
bcaUadig, aber bawegea beaiiadig, aber drehen sie 
,aiis sieb la irgend iwei fe> sieb am ihre festen Schei- 
aten Geraden (AA^), (A,A,), telpunkte(BB,\(B,B3Xw«h- 
wihreüd eine dritte'Seile read alae dritte Ecke (aa^) 
(aa«) aleh vm irgend einen iilsb i« irgend einer festen 
festen Pankt B, dreht, ao Garadea A bewegt, so 
bewegen sich die drei fibri> darcblaufen die drei übri- 
gen Seiten attj, a,a,, asS, g«a'Ecl:en (aa3),(a,a5j), (a«a,) 
als Tangenten dreier Ke- irgend drei Kegelschnitte 
gelschnitte [AA3], [A.A,], [BBJ, [B.BJ, [ß^B,], wo- 
[A2A3], wovon jeder jene TOn jeder durch jene zwei 
xwei festen Geraden be- festen Punkte geht" *) 
rahrt."*) 



> 0 I>en Sab tachls (waaa i«ttiNb aar dsrKsgdsdbrf^ 
Wfficksichtiget wird) hat Newtaa aar Erasmam ndit "Ifscloii ' 
baag der Keg^hnitte «agewaadt CMaa^i. pUL «a». rntHk.), aad 
Hac-Laarla bcantste ihn !a seiner mgamschen GcoiBelrie, 

IMe obigea Silie aiad fibfigeas^ wie mm bcmciicea wifd, aar 
basoadara Ftfla tob denlealgaa Sltsea, die stall fiadea, waaa d* 
aeneita A und Af^ nad andereneila BaadB^ aicht perspectiriMb, 
seadem addef Uegee« wo aladsän £e Sdf« SS« sieh ds Taagaafe 
elaea die Gamdea A, A| lisrfibrsadca KegelacUlls bewegea, aad 
waadererseito db EdM» (aa,) ebea daicb dis Anks B, B, gebea- 
dea Kegelscbaitt dareUaaleaarafik 
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* 4T. Ton delr -ffoüm Menge, von VaVindiiDgea 
^röjeisliüsdier 6md^* tmd' dteaer dMiHMsiM, 

ioll hier nur noch folgende Verbindung' 'Pkte finden, 
Welche w solchen zusammengesetzten Sätzen (oder Po* 
timen) nnclAiiligffbeii flllirtf Sie ttadi «terArf^ wie «nA 
dergleicbeü ältte un^ Aufgaben bei bisher gewöhnlt- 
drer Barstellongsweise za würdigen pflegt; leicht für 
BMeutettd^^d sdkwitrigbr'gebaUett weiden dfitfüsn, 
•ab sie es' naeh Htfdfsgabtf äet gegeiMlrM%Ai'EdMUl^ 
limg in der Tbat sind« ' ' ' ' 'i ' 

. ShiH uma ia .einer Ebeoa itgend eiM-ABialil » be- 
liebige pröjecttvlbclre Gerade A, Ai, 
▼OD je zwei sich in schiefer Lage befindcp (milhin j[c 
ftwd j^ü^ iKegdachiiitt erxeogen)^ so ers#iigeo. sie iip 
GanssB^ (n«^l)Kegelschiiittei ittd -awar wird darili 
je eine, Reihe , entsprechender Punkte, wie etwa durch 

^i^ (Iii .tM** Aa^if ein. ¥olkt4Qdig^ ii«£^ Itesüniiiit 
•voAi^esseifr | n(n — I) Seiten (§i 19.) jisde* eitfen irtfn 
•Jenen Kegelschnitten berührt. Durch u — l der gcnanti- 
t^Ui. KegelschniU^ die zusammen von allen Geraden ab- 
.li«ngeD,( atwa dnteh die Kegelaohnitte [AAf]» [Ai A«l 

[AjAgJ, , [An_aAn_i], d. h., durch die n— 1 Ke- 

gelschiiitle, welche, lyenn man die Geraden in eine 
Reihe geordnet hat, Ton den unmittelbar auf einander 
folgenden jGeraden abhängen, ist offenbar umgekehrt 
die projectivische Beziehung derGeraden^ und sind somit 
iMich die üMgen Kegelsdknitte bestimmt. — Da ande- 
. rersdts Entsprechendes statt findet so folgen also nadk^ 
stehende umfassende Sätze: , 

L ^Wenn ia. elaer Bbene L „Wean in einer Ebene 
sieb irgend eine Antahl n sich irgend eine Aatsbl n 
beliebige feste Gerede A, beliebige fette Pankte B, 
A,, A,,«.... A^., beßnden, B^, Bg, ..... B^., befinden, 
▼on denen, der Reihe neeb von denen, der Reibe neeb 
genomipenj je iwei nnmit- genommen, je iwei niimit- 
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telb araufeinündcr folgende telbar aufeinander folgendem 
von irgend einem beliebi- in irgend einem beliebigen 
gen festen Kegelscb ni tte fcstenKegelscbnitte liegen, 

berübrt werden, welches ^velches also im Ganzen n 1 

also im Ganzen n — 1 Kegel- Kegelsöhnitte [BB J, [B,BJ^ 

schnitte [AAJ» [AjAJi > [^11-2^11.1] «»nd, und 

C^n-a ^n-J sind, und wenn wenn ein verSudcrliche« 
ein veränderliches voll- vollstündiges n Seit aa^a^ 
ständiges nEckaöjÄi... ön-t> ^n-i sie'» bewegt, 

sich so bewegt, dafs seinfe dafs seine Seite» a, a^, a^, 
Ecken a, 0| « Än.i, , der Reihe nach 

derReihe nach, jene festen sich um jene festenPunkte 
Geraden durch la ufen, wUh- drehen^ wShrend diejeni- 
rehd diejenigen n — iSciten gen n — 1 Ecken ' desselben, 
desselben, welche die nach in welcliett sich die nach 
der Ordnung unmittelbar der Ordnung unmittelbar 
aufeinander folgenden aufeinander folgenden Sei-« 
Ecken verbinden, also die ten schneiden^ also die 

Seiten aa<, Äjfta* ^2^i-> » Ecken äa,, a,a,^, aj^a,, 

^n-i» sich bezichlich a^.g ^1,-1» '^^'^^^ Ordnung 
als Tangenten um jene fe- beziehlich jene festen Ke- 
sten Kegelschnitte herum- gelschnittc durchlaufen; so 
bewegen; so bewegen sich durchlaufen die J (n-1) (n-2) 
die 5 (n-1) (n-2) übrigen Sei- übrigen Ecken des n Soits 
ten als Tangenten um eben eben soviele verschiedene 
SO vieleKegelschnitte, voii Kegelschnitte, von wel-i 
denen jeder insbesondere clien ' jeder insbesondere 
diejenigen zwei festen Ce- durch diejenigen zwei fc- 
raden berührt, welche von sten Punkte geht, um wei- 
den Endpunkten der zuge- che sich die zwei Seiten, 
hörigen Seite durchlaufen die sich in der zugehörigen 
werden,'* Ecke schneiden, drehen/ 

Zu der grofscn Menge besonderer Fälle, welche 
in den vorstehenden Sätzen enthalten sind, und die 
Dauientlich dadurch entstehen, dafs man den Gebilden 

A, Ai, A2, , oder B, B^, B,, eigenlhüinliche 

Lage zukommen läfst, oder sie als gleich, oder die er- 
steren als ähnlich annimmt, u. s. w., gehören z. B. auch 
folgende, wo nämlich angenommen wird von den Ge- 
bilden A, Ai, An-t> oder B, Bi Bn-i befin- 
den sich, nach der Reihe, je zwei ^nmittelbar aufein- 



180 BMcogpiMe pröjecMN*cr Oebade. V. 

ander folgeiMle in pcrspcdlfiMsber Li^;«. |i' Mmmi 
Falle yereiafachea »ch obigen Sät^e auf folgeiule 
Mannte Silses 



U.^Darxklaiifeii die Ecken II. „Drehen sich ^ie Sei- 

a, a«, a,, Ä«., eines ver- ten a, a,, a,, ...... a,., ei- 

Snderlichen vollständigen nes ▼eränderlichen toH- 
■ Ecks» nach der Reihe, n ständigen n Seits nach der 
iie,UeWgc feste Gerade A„ Reihe um n beliebige feste 
i,', A^,,» die in einer Punkte B, . B^, ..... B„„ 

Ebene liegen, %vährenil n—1 die in einer Ebene liegem 
Seiten deieelben, die ir- wnhrend n — 1 Ecken des- 
g^iid einem einfachen n£ck selben, die irgend einem 
^ai^hdren, aus welchen einfachen nEck angehören, 
^«9 TollstSndige besteht, aus welchen das volUtHn- 
eiw« die Seiten tttti, a,«gf dige besteht, etwa die 
••>i^aiW^^.t* "™ eben Ecken aa^ , »i ««»••••» »«.t Vi, 

so viele beliebige .feste eben so viele beliebige fe- 

Punki«. ft» B,, B„., ste Gerade A, A,, , A,.^ 

drehen, so bewegen sich durchlaufen, so durchlaa- 
die 4 («— 1) (n— SO übrigen fen die J (n-1) (n-2) fibrigea 
Selten, eiasela gevo^nien, Ecken, einzeln genommen, 
als Tangenten am ebenso eine gleiche Anzahl be- 
fiel« KegeUcliaitte, ron stimmter Kegelschnitte, 
4enen jeder diejenigen von denen nämlich jeder 
Bwei festen Geraden be- durch diejenigen swei fe» 
rfihrt, welche die »wei sten Punkte geht, am wel- 
Bcken, die in der sngehö- che sich die iswei Seite% 
rlgen ßfUe HegeHi dnrch- die sich in der zugehöti» 
lanfen." Aaf die . geiisnnten gen Ecke schneiden, dre- 
«— l Seiten e««» Ä«s> ..... .. hen." Auf die genannten n— 1 

%^ e^ könnte man femer Ecken aa„ a< a,, ,«„.2 V, 

iM nebenstehenden SsU anwen- ktante man fismer den mtbenste- 
jUi^ wodurch der diesseitigjsjSats henden Sats anwenden, wodnrcb 
noeh wgsdehnler wftrde. der diesseitige Sati noch voU- 

•tSndiger wfirde. 

Oer^ Satx links wurde zuerst top Braikenridg« 
bewiesen^); um die ErQndung eines THeiles dieses 
S»t^s stritt er sidi luit Mac-Laurin (Phil. Trans.) 



*) EMTtlt atf ft geonekrica de deieri^ptioiie'linearmn curvanim. 
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49« . ^ Anmerkiuig. 



Daf8 und in wie fern die obigen Sätze (§. 22, II.) 
wiedlmn besonder« FftUe .der .yQnlelienden SAIm .rad^ 
iiird fliMi leidit wehmelincik . 

Die folgenden zwei Aufgaben sind auf ähnliche 
-WejUe ambsaeiid» wie die obea etebendeo $äUe (!•)• 

III. „Werden Ton den Sei- IILyJjiegen Ton denEcken 

tenA,Af, eines be- B^Bf, » B^.! einea belie« 

liebigen nEcks je twei an- higen nEcIrs jeswei nnmit- 
niittelbar aufeinander fol- telbar aufeinander folgen- 

• gende Ton irgend einemKe- de in irgend einem Kegel- 
gelschnitte berührt, wel« BchBitke, welches im Gan- 
ches im Gänsen n Kejg«l- zen nKeg^lifclschnitte [BB,], 
•chnilte [AA,], [A,A,],....., (B,B,1,.....', [B„.,B] sind, so 
[A|i,i A] sind, so soll ein an- soll ein anderes nEck be- 
deres n Eck beschrieben scbrieben werdeDt dessen 

werden» dessen Ecken 0,(1,, Seiten a, a, » *d-i» n*ch 

, dn-u Reihe» der Reihe, durch die Ecken 

in den Seiten jenes nEckt jenes nEcks gehen, Hiid 

liegen, und dessen Seiten dessen Eeken a«f , »lOff » 

M«, A, <lc, Aa.i ttt nach an-i a, nach der Reihe, io 
der Reihe, jene Kegel-, jenen Kcgelichnittea U^- 

' «chniUe ber&hren.** gen.*' 

Die Mittel, ^rch welche die Torliegenden Aufga- 
ben leidit gebtet werden» sind in dem Biaherigen ,cnl- 
bdten nnd beveit» Mbrimb angewandt» • so dab leb 
die Auflösung dem Leser zur Selbstübung Überlassen 
dai£ Die frühere Angabe in (§. 260 ^ übrigens ein 
besonderer Fall von Jeder der Bwei wistehflndea Anf- 
gaben. 

Anmerkung. 

48. Es ist Alst flberlMssig, noehnuds m eiimiem^ 

daCs die von (§. 41.) an bis hierher durchgeführten Be- 
trachtungen» denen projactimche Gebiide (Gcmde und 
ebene StraUbasebd) in der Ebene mr Grandlage dieii* 
ten, auf entsprechende Weise bei projeetivischen Ge- 
bildenCebeneStrahlbttMhel undEbenenbtlschel)imStraU- 
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JS3 EmugnlMe i^i'oiMllTi^lier Gebilde, '49. 

' fillselkd iml^aniisb staW feAen, )a dafs ffiekesnlCal^ fener 

* BetracbtuDgcu, sogleicch auf dio letzteren Gebilde über- 
trafen werden ki>onea, yvem man namlicb, wie bereits 

''öben imgegebeQ worden (§,'33,a,Ende §. 3d.), flberaU: 
StrabI, ebener StrablbÜscbel, Ebenenbüscliel, 

•n kanUgter Körperwinkel, n seitiger Körperwin-* 
köl, Kegel (iweitenfinidee), besieblich atatt; Pnnkt, 
Gerade, ebener StrablbÜscbel, n Eck, n Seit, 

.l^egeUcbnitt «et3(t, — Ebenso finden die Betracb- 
loBgeii wni entiprecbende -Waiae anf - der Kogalflicbe 
'statt, und es lassen sich die genannten Resultate ähn^ 

}jcbfi^^. m4 di«#(BU^ ttbeirtra(;en (§. 34, nnd 38.), 

■ • * 

. . Jtyaaagalaaa prajeaUf iaeka« Gekilda im Raama» 

« 

49, Ea Uk nm nocb w notarancben (§• 39.)> was 
* 'ffa* Figuren* dorck die aiitsprediendav EleneoleDpaare 

U-gend zweier projectiviscben Gebilde, die sieb weder 
in derselben Ebene nocb in demselben StrablbÜscbel, 
aoflMferH'baHakig im Kaone befinden, eraeugt werden, 
IHc drei Arten von Gebilden, Gerade, ebene Strabl- 
•Jbüsabel md Ebenenbttscbel, gaben in dieser Hinaickl, 
' wann aia paarwdie jenammen werdePi fo]|;ende aecks 
Fälle; • 
^. 1} aine Gerade A und em EbeuenbUscbel % 

2) awei ebene Strablbttacbel Bi, 

3) ein Ebencnbüscbel 91. nnd. ein ebener Strabl- 
büsiOjel B, 

4y ein ebener StrahlMÜBabel B und eine Gerade 
- twei -Garada^ A, Ai , nnd * * « ' • 

' te) xwei Eben^ibQscbel 91, 91,. 

^On diaeen aecks IPäilan slad der fnnfte und aeoksta 
nb^eicb wiektiger ^d Mgenralcher, ak die vier MAs- 
fcn; lei%icre^«nUen dabcr »acrsl bosettiget werden. 
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49« Yf^dke iqi Aamn« jK^J^ieliig Utgff^ , 183; 

J»,U0fea i&w^i projecti¥ifiche Gebilde eiaftGerade, 
A und ein Efaepepbüsohel 91, beUebi^ im Rauwi% d*b^ 

befinden pie sich in schiefer Lage, so findet kein un- 
niiUelbares Cn^ugnifs durch Uire. enUjiredieoden £le- 
menmipiNiio^.ptatl» £19 niUtt^Piares Emetignifs jvrird im- 

im Anhßng© gegeben (§. 60, 26.)» 

IL Liegen ^wei projef^vi8.Gl\e ebe^e Strablbilscbel 
B» B| ii^eh% im mwne» sp.gelien sie e^n(a(lB kein' 
unmittelbares Erzeugnifo, wpW aber ßoi^et bei., ibncn 
der lolgende Umstand atatu ; / 

y^Legf maOf von ir^e^d einem beliebig an^ 
genommenen Punkte P aus, Gerado, welche 
die enlsprecben4en 3trablenpaore a und ai, b 
und c und «t» -^^r SUahlbasphel ^Bi;' 
schneiden» so liegen alle diese Ger^dein in ^ 
Iiei: Keg^lfläche D ^weiten Grades,** 

• pieser SaU .fivandet sich W den ^hereq ^. 3fi^ 
II, rechts). Denn denl^t man sich «^ei Ebenenbfiscbd ' 

Sil , deren Axcu durch deu Punkt D gehen, und welche 
mü dep gegebenen ebei^ep, Sifa^l^iUi^eiii B| .pec^ 
specüvisi:^ smd» so vrerdeii dieselben nnt^ sich pro)c^ 
tivisch sein, und mithin werden die Durchschnitte ^e| 
entsprechenden Eb^neuyaare ofifl a^t^ß .^i^d , 

und ^'i» , i&ufolge des angefQlirten Satzes, in einei; 

KegelflUchc D liegen, und da diese Durchscbuitte offen- 
bar die geaauu|en, .durjch den Punkt gelegt^ Gf^ 
reden sindy so folgt darans die Richtigkcjt des yorstcf^^ 
benden Salzes. 

III« Liegen zwei projectivische Gebilde 31, P ciii 
CbenenbQscbel und ein ebjsner Strahibüscbel ~ )>e|ier 
big iui Räume, „so liegen offenbar die Punkte, 
in welchen die cntsp;[^c[icxiden Elementen- 

paare a ^ai a^ ß und.b, ^ und c, sich ac.l^ei- 

den, in irgend einem Kc^elbchuitt." Denn die 



Digitized by Google 



184 Ercengalsse projecUviscber Gebilde, 49* 

Ebene des StrahlbQschels B scbneidet den Ebenenbü* 
•ebel H in einem ebenen StrahlbOscbel Bf, welcher miC 
den StraUblltcM B projectfriseh iit| nttd nril ilmi den 
genannten Kegelschnitt erzeugt. 

IV. Liegen swei projectivische Gebilde A, B — 
eine Gerade nnd ein ebener Strablbllfdiel beHebig 
im Baume y so wird durch je zwei entsprechende Ele- 
nienle derselben eine Ebene bestimmt, d. b., durch je-' 

dten Ponkt ff der Geraden A und dnrdi den 

ihm entsprechenden Strahl a, b, c des Strahlbü- 

acbelf B gehl eine bestimmte Ebene, und es frägt sidi, 
wddien Geaeix diese' Ebenen insgetaninit nnterirorfen 
seien? Diese Frage kann leicht durch frühere Sätze 
beantwortet werden , z. B« wie folgt. 

Denkt nian sich einen Stnhlbttfcbd Bi, wehber 
nut dem gegebenen ß concentrisch und mit der Gera- 
den A perspectiTiscb ist, so wird also derselbe mit B 
l^ojeetiviscb sdi!, nnd die Ebenen» welche durch die 
' entsprechenden Strahlcnpaare der beiden StrahlbOschel 
B, Bt gehen, werden offenbar die vorgenannten, zu 
itihtersnehenden» Ebenen sein« Nun werden alle diete 
£benen, zufolge (§, 38, II.), yaa einen Kegel zweiten 
Grades berührt, und zwar findet dabei der besondere 
Umstand statt, dafs die Ebenen der StrahibOscbel B» B, 
▼om Kegel in denjenigen zwei Strahlen berllbrt wer- 
den, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte ver- 
einigt sind. Daher w^den auch die Gebilde A, B wmk 
Kegel in denjenigen Elementen berfihrt, deren entspre- 
chende in ihrem gegenseitigen Durchschnitte zusammen« 
treffen» d. b.» trifft die Gerade A den Strahl d des 
SlralAflscliels B, nnid wird sie von demselben im Punkte 
€ getroffen, 8o wird sie vom Kegel im Punkte b und 
dia Ebene des Strahlbfiscbeb wird irm denselben Im 
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50. welche Im BMM'MIcbig Ueg€fi.' tSS 

Strahle e berülnt DcMgnab folgt der nachtteiieBde' 
Satz: 

,3«findeii sl^h eine Gerade A umi eia ebe- 
ner Strahlbllacliel B; die projectivisch trinS, ini 
KauRie in beliebiger Lage» ao berühren die 
Ebenen, welche dnrcb ihre entapreebende« 
Elemcfnten paare beatimnit werden» irgend eine 
Kegelffäche zweiten Grades, deren Mittel- 
pnnkt (Scheitel) mit dem Mtllelpunkt B dea 
Strabibdachela cnsannentilH welche die 
Gerade A und die £bene dea Strahlbüschela 
B in denfenigen Elementen b»e bertthrt, deren 
entaprechende d, e (im gegenaeitigen Diureb» 
•chnitte der Gebilde) sich treffen." 

Bei dieaem Satze kdnnen folgende nw^ bcacmdare 
VÜDe eintreten. 1) Die Gerade A kenn dan HÜIal* 
punkt des Strahibüschels B treffen; dann redazirt sich 
der genannte Kegel auf die Gerade A» d. in di^ 
aem FaUe biUen die genannten berührenden Ebenen 
ein Ebenenbfiscbel, dessen Axe A ist. 2) Der Strahl* 
bfiachel B kann ana einem System paralleler Strahlen 
bestehen; dann tritt an die SteBe dea Kegele ein Cjr. 

linder. 

50. Von den obigen aecha FiÜlen sind nun noch 
«He iwei wiiMgaten mi nn te r a n cb en (§.49^ 8^ <kX nim* 

lieh es ist noch zu untersuchen, welchen Geaetzen bei 
zwei projectiviachen Geraden A, Ai, die imi üaumc 



TT 


wn 




Ei 



nnd bei zwei projectivischen, im Räume beliebig lie- 
genden, Ebcnenbüscheln 9(» 9Ii die Dordisehnittsiinien 
der entapredienden I3ienenpaare onterworfen aind, d. 
h., welche Figuren durch sie erzeugt werden, und wel- 
che beuierkenawerthe UmatSnde dabei atatt finden. Nach 
der Artt wie TorUn die ^ tibiigeii Fille betrachtet 
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fmdtn, Imm» «ich Aber 4b» fflflliw^iljippi ffik» ifww 
Ukifig folgende Eigensch^lleii imgeben« 

Beiiiidea sich zy/ei proje^ctiTMfJiß Gerade A, At io 
beUdiiger Lage jni Raiüiiev. so .wird . j^der lieliebig^ 
Fidikt D Ml alle» üir^ jPn^edkmeetrrideii eniSytXem 
Tou Ebenea ])esüiD!nca, welche die gesammten Berüb? 
ma^dbwetk cioeaiLegab'JDaw^ii^ G^9dea«aNML .DeM 
denkt «um tkb-^Bn^ ebene StiabibOadiel dece« 
Mittelj^iiokte in D liegen, und welcbe mit den gegebe- 
nen fiferaden A, A| perspecUWsch sipd« 8q j^nd-dk^ 
wJSkm wUer akb projactiyiacb ($• U» 1)1) und eraen.' 
geo, zufolge (§. 38, 11. )> den genanoten Kegel; weil 
alfenbar die Ebenen > welche durch die entqpfecbcpden 
Strablenpaare delr Slrahlbftaabel feb^ dieselben 
sind, welche durch den Punkt D und durch die ent- 
spreehenden Puoktenpaare (oder die PrpjecUoi^lral^en} , 
dar Cnendeo A, Ait b^wmt werden, woher denn die 
Richtigkeit der eben ansg^sprocheneii Jßebauptupg er- 
hellet 

Befinden aicb anderaraeifa mei prajlecti?i8a)ie £be* 
nenhiadiel'tt, 3(i in beliebiger schiefer Lage iml^aum^ 
€o wird irgend eine £bene £ die ges^n^i^en Ji(irch- 
schnittslinien ihrer entsprechenden Ebenenpaare in ei^ 
nem Kegelschnitte achndden, d, h., die PpQJ0e^ m wel- 
chen die Ebene allen jenen Durchscboittsliniea begeg- 
net, bilden, ir^d cine^Kegid^ptuuttt . idie.£biBne 
£ admeidet die gegebenen Ebenenbliacbel Qf, 9I| in 
zwei ebenen Strahlbüscbeln B,Bi, welche projectiviscb 
sind (weil ^ und 9ii es sind), und welche, also» zu- 
folge (§« 38, IV«),- einen Kegelschnitt erzeugen, der of- 
fenbar der vurgenauule (Ccgelsch^il^ ist 

Demnach folgt also züfördcrst, dab: 

■- . t : 
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51* li^elchö iin J^auine beliebig liegea. - 187 

^W«9B'Vff%l' projectt^i«: ,,Wenn z^rei prbjectivi- 
UfiSie Gerade A, im Ran^ »che EbeneBbüßchei 
me beliebig liegen, so sind im Räume beliebig liefen, ' 
dicEbenenV wefche irgend so wird die Figur (Fläche), 
ein beliebig angenommener' welißhe durcb die gesamm- 
Panlct mit.alle^ ibreQ, teiiDurchscbnittsiinien ib- 
Pr o j e c ti OBS strablen be- rer entsprechenden £be- 
stlmmt, die gesammten Be» nenpaare bestimmt wird, 
rfibrungsebenen eines Ke- von jeder beliebigen £be- 
gels sweHen Grades^ w^l- ne £ in irgend einem K«- 
. .eber jenen Punkt zuo^ JUit- jj^elscbnitte gescJinitten." 
telpunkl bat," ' ' « . . 

* . , • , • ... , 

51, Um die begonnene ünterßuchung (§.50.) nach 
ihrem ganzen Umfange durcbzuführeD, diene üA^mdß 
Betrachltnigy imh ^eMß» 44r Gfsgenataiid ¥l»Uittlndig 
und klar dargestellt wird, ' ' \ 

h Sind zwei Gerade A, Ai jhU einem und dem«* 
«dbcQ £beiieBb<l8eliel (wekher m ZweobnaCBiglMft 
fOr die gegenwärtige Betrachtung dordi A,, statt durch 
S(,, wie bisher, bezeichnet werden soll) perspcctivisch 
28^ llL}f so iBind sie UQler eicb (orojectivisch» mid 
wenn eie einander iiidt aebneiden, ao wird man ihre 
Lage als eine beliebige schiefe Lage im Baume anse- 
hen küoneot De die entspiiecbeiidei^ Puni^teiipaMre 4 
und Ol, 6 und 6„ c und u. s. der Geraden A, A, 
in den Ebenen «j, /^2» /a» u. s. w. des Ebenenbüspbels 
A, liegen» ao infissen aacb'ibfeProj^onsalraUeo üHg, 
hhty C(i, u, lB, w.y oder a» b, c, in diesen Ebenen 
liegen und daher schucidcn allePrpjection8Strahlen, e»b,c^ 

»die Axe Aa^ so daCs also dieselben ein ß^atem. rm 

Geraden bilden, ^ovon jede die fh«ir Geraden A, Au * 
•A, schneidet — Sind andererseits zwei EbeneobUschei 
'A, Ai mit einer und derselben Geraden A« perspeoli« 
▼iaoh, also Unter sieb pr6|eeti?iseh, und liegen ihre 
Axen A, A^ nicht in einer Ebene, so dafs also ihre 
Lage als beliebig , schiel .engesehen wesde»« kam» #o 
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188 Ecicvgnm fTOjwlMicl^ . 

iMgegmel Dorciitchnlltelinie je zweier entipradbai 
iler EbcBen derselben, h.» die lY m rir h nr h ni lfril iniii n 
der EbeneDpaare aund cti, ß und /^i» und ii.s. w« 
offenbar jeder der drei Geradeii A|» Af 

n. fieht IBM mi^kelvt iron der ForderoDg ans, 
es sollen, wenn im Räume irgend drei Gerade A, A|, 
A,, nowaa keine zwei in einer Ebene liegen, gegeben 
sind, aildere Gtead^ 'a» d, gefonden wei^ 
den, welche jene drei schneiden, so wird man, nach 
dem was man so eben (I.) gesehen hat, auf folgende 
twei Arten der Aufgabe üureii gposeii Uaiiuiee nack 
genfigen. 

. a) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa 
durch Af» denke »an mA eine beyebige Ebene Ott m 
wird diese die swd übrigen Geraden A, A, in iwei 
Punkten ei schneiden, durch welche eine Gerade 
eai oder a bestinunt wird, die offenbar der Foidening 
genügt Lüfst »an nun in der Vorstelinng die Ebene 
er, sich um A« herumbewegen, so sieht man die Ge- 
rade a Ifings der drei Geraden A« Au A% fortgleileib 
mid zwar so, dafs sie noAwenAger Weise nadi und 

nach in die Lage jeder anderen Geraden b, c, d, 

gelangt, die der Aufgabe genfigt. Zugleich folgt dar- 
' ans, dafs dnrcJi Jeden Ponkt jeder der zwei Geraden 
A, Ai eine, aber nur eine einzige schni^dende Ge- 
rade geht. Denn da die Ebene durch ihre Bewe- 
gong ein Ebenenbüschel At beschreibt, so sind die 
Geraden A,Ai, in Ansehung der entsprechenden Puuk- 
tenpaare a und A|, b und 6t s* w., in welchen sie 
nacli einander von jener bewegten Ebene geschnilten 
werden, projectivisch (§. 28, III.), d. h., sie werden 

▼on den gesammten Geraden a, b, c, d, , welche 

die drei Geraden A, Ai, A« schneiden, projectifisch 
geschnitten, so dafs diese Schaar Gerader Ibre Pvpise- 
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51, wtiche Rmumi MHffg iregen, IM 

t iOuartitMm ML Dfeienigett Wci admUaHilini' de* 

rdden oder Protection strahlen r, welche nach deo 
uBClMHiGli entfernten Punkten fi der Geraden A, Ai 
gerklit«! sind, abo die PanfliebMUeä ($. •Ot '^Miill 
man, wenn die bewegte Ebetie in die Lage kommt; 
wo sie mit A oder Ai parallel ist, nSnilich ist sie mit 
A'parattelv'se wiid tie iKeaadeie'GeradeAi iai*Poiakte 
if|t schneiden, und ist sie mit A| parallel^ so wird *tie 
der A im Punkte r begegne^l» und alsda/on sind die 
SmUeii» weklie mm JhuA diese -Punkte t'4m 
Geraden A, Ai panilM sieht, die* genannten Perailel<> 
Strehlen q, r. Hierdurch ist auch zugleich die Aufgabe 
gelttet: »»Diejenige Gerede (q oder r> m Iinde4 
welebe irgend «wel (farilUttnie) gegebene Gerede 
(AfUndAi, oder As und A) schneidet und mit irgend 
einer gegebenen dritten Gereden (A oder A|> i^ 
rallelis«/* 

Gleich wie die zwei Geraden A, At von der Schaar 
Gerader a, b, c, d, projectivisch geschnitten wer^ 
den» eben so werckn aneb die iwel Gereden A» Af^ 
odet Ai, A,, und also alle drei Geraden A, Ai» Aj toq 
denselben projectivisch geschnitten. 

k) In einer der drei gegebenen Geraden, etwif^in 
nehme man einen beliebigen Punkt e« aA/ nnd 
denke sich durd^ diesen und durch die zwei Übrigen 
Geraden A» A| »reiEbenen Ogf wird dieDnrcbi^ 
aehnittsfinie a der letzteren oflenber der- obigen Forde* 
rung genügen » d. h.» sie wird die drei Geraden A, Ay 
At sdmeiden. Lttbt nun nnnt in der Voratellnng den 
Pmikt ei sieh in der Geraden A^ fortbewegen, so wird 
die genannte Durchschnittslinie a längs der drei festen 
Geraden A, Au Ai forlgleitent and zwar so; dafs sie 
naeb mid nacb in die Lage jeder 'anderen Geradeil 
hf c, d| gelangt^ die der Aufgabe genügt« Durcb 
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j^ilt^tfafat 4€i: Qaraden geht demaacb eine, ud^ 
linr iine GpcnMiU, weicht 4i6 d|r«{> laaloi irflmdmrA» 

^1, As ßphaeideU Während der Punkt O3 die Gerade 
Aft'durcmuj^) drehea.sich die geoannten Ebenen a,«, 

büfichel A, Ai) diu imter ikh projecÜTi/sdi siod, weil 
b^da 4*r &eradet\ ^;|^ispeGtiTisch sind, nod d^^» 
BBp f4^|machi»A(o£bfl|ie« «EBiidiaii^ ^.ii|uL/%« ^ iiii4 
^i.u, w« jeneSch^r (^rader a, b, c,»^... zuDurcb- 
li4^iU6lmieii haben« Iin Falle^ wo der unendlich enl» 
IWM«. VoolU ib»r .(«reiiulwvAi w jlui^tflle ie^^bm^ 
i0n Punktiep da trim« «we^dtn offenbar die zugehörigett 
£beuen (0^ ifij der, (geraden Ai paralial^ .und fol^h 
mML «ttdtihre DptfihanhiiiitoBnM! dieaar Gefadoi 
t^lM» ao idafs matt alaa ?dM'a«s leu^ «mitea VerCahM ' 
Qi^nje^eo kann^ mn whio. (aO angefahrte beson- 
dere Aufjgabes i^eiiie Gerade tu finden» weicht 
* irgead a.wei gegeben« Gerade Ai schneidet 
undtWitJrgend einer gegebenen dritten Gera- 

46|i«A«' parallel ißiA zn ldseDi nimlich man legt 
dQ9ch«A»/Ai diejenigen t^ei £benea»i.welefae der A% 
parallel sind, 80 iat ihrie. Durchschnittfilinie die ^er* ^ 
langte Gerade* 

0»an io i«ie*die geaannteSdnntr achneidencler Ge- 
raden a, b, Cf d, die BurchscLnittslinien der enti- | 
iffecbenden £beae^paare a und «i, imd ß und ßp 
tju ftweier pM^eetivificben fibenenbüadidl A^ Ai 
sind, sind sie es auch sowohl von zwei projectivischen 
EbenenblUcbehi A» Ai» 1^ Ai, A«, und mithin von 
drei projeeäviaeken Cbenenbfisehdn A^ At» A«. 

III. Irgend drei beliebige Gerade A, A,, Aj im 
Raume^ wovon keine zwei in einer Ebene liegen» kdn* 
nen ako (IL) von einer unzahligen Schaar anderer Ge- 
raden ä, b, c, d| ••••• geschnitten werden» und zwar 
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^drei Geraden durch die Schaar Gerader projcctivisch 
geflchnitten 'werden, nnd dafe sie andererseits die»Ax€ii 
M^eÜBT ^{«diTÜMdier 'KbcteabOsokel fliud» >ckreA cnt- 
iepreeliende Ebenen die S^haur Von Geraden zu Dürck- 
tocIiDiktBlinien haben. Da die Lage von zwei solcheii 

lirojMiMadheii Geraihn« o4«v- fibiiMiMlaolMlvr^o«^ 

^a A'Md At) als i^^^Mlebige 6(}hiefe Lage angesd- 
ben wiei'den kann» so ist tcu vermothenj dafs auch woh 

zweier '8rfllofltegienf|er pro jeethiscber GeraBen A, 
oder die BurchschBktsliniea d«^«*.. der enfr- 

pro)6ifitit4nlier' EbenenMMkil A/A'i «UenNil von ykh 
len anderen Geraden/ wie etwa A^^ geschnitten werden 

*• ö) Befinden sich Äw<6i projectivische Gerade^ A, At 
^ bebdiiger scbieCei^ L«^ im Baamli imd .iMnt k§t 
Irgen^^dr Gerade iA^!80^'»date'aie irgendi^ei Pro)e0> 
tionsstrahlen derselben schneidet» etwa die Projections- 
ilraUi^ ti^h$i<i cm» wei:deO|.,weim mun «|ch för 
einen Augenblick die Schaar Geräder denktr welche 
die- drei Geraden A, Ai, A^ schneiden, die beiden ge- 
gebenen . Geraden. A* An ■. i von denselben projecUnsfdb 
%e«chiI^en'<lL)>^« non die' dk'ei Geraden a, b, ö eo- 
wohl zu dem einen als' zu dem anderen System von 
Projeotionsatrahlen der Geraden A^ At g^ören, npd 
de die projeetivisehe fiedehttiig der letzteren dordi drd 
Projectionsstrahlen bestiinnit ist, so sind folglich die 
.ursprünglichen Projectionsstrahlen a,, b, c, d» e« 
der Geraden At Ai und die genaonCe Seiia«r Gerader» 
welche die drei Geraden A, Ai, A, schneiden, eine 
und dieaelbe Schaar von Geraden» und folglidi schneidet 
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a, b, c der gegdMttitt Gerate A,. Ai begegnet, imA 

aUe übrigen ProiceüoiiMtrahlen d, e, derselben. 

k) Btfiildfft Mb um pfO}«cliYUcha £bene|ibQscbeI 
A, A, in bett4iig«r adueler'LBgeMiiiAJMUi 

«ine Gerade At# welche irgend drei Durchschnittslioien 

fa jratopitfwhttite f f ibwit ppufirtii acbimlet» dkm 
DurcbsdhnimliiHeÄ a, k, c d« WMmpmn »ifoofifm 
ß und und so wird dieselbe noAiwendigeff 

:W«iee .aiicb>»aU«ii «übngia DurcbftcbaiUsUaieii. entsny^ 
chender Smett l>egegiMi| denn WolUei Mllf «i^NAI 
die nämlichen Axen A, Ai zwei andere Ebenenbüschel 
jmfcfflij dk Hilter sich projectiviscb -und xwar beide 
mgl^ nit |tB» GMdctt A« pfrifieelifu^i: w*!^ 
so dafs je zwei entsprechende Ebenen deraelbcii. dwdi 
den D&ttlkhen Puakl der Geiadep. A» gii^» «o wüiy 
den dtoselben nkhtTon den gegdienen EbenenbfticMn 
A, Ai verschieden sein können, weil ib ndt diesen 
die gff^""*^» dr^ entsprechenden Ebenenpaare gemein 
bitten, dufcb wMb» eben dl» pMqeclimch» Bm^ 
bestimmt ist. ' 

Aas bdden vorstehenden BetracfaCungen (a, k) 
folgt also: 

l),»Dars die ProjectionB- 1) „Dafs die Durchschnitts- 

Strahlen a,b, cd, xweler linien a, b, c, d, ..... der 

»rojcclivischer Geraden A, entsprechenden Ebenen 
A • die sich in beliebiger zweier schiefliegander pro- 
•ehiefer Lage im Räume jectivischerEbenenbüschel 
befinden, von unz&hUgen A, A< von unalhligen Ger»- 

G<eraiLen A«, A^, A,, denA«, A3, A^,..... ge^chnit. 

Cftschnltlen werden können, Un werden können, und 
und SWfir schneidet jede zwar schneidet jede der 
derletsteren alle fene Pro- letzteren alle jene Durch- 
]eetieBSstrahlen,fiobald sie schnittslinien, sobald sie 
irgend drei derselben he- irgend drei derselben be- 
gegnet S«8»«^" 

2) ,,Dem. 
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2) „Demnach haben die Projectionsstrahlea 
ftweier schiefliegender projectivischer Gera- 
den A, im Raame und die Darehschnittsli« 
nien der entsprechenden Ebenen zweier schief- 
liegender projectivischer £beaenbü8chel h,Af 
gleiche Eigenschaft, nSmlich sie sind: eine 

Schaar von Geraden a, b, c, d, e, , welche 

von einer anderen Schaar von unzähligen Ge- 
raden A»Ai,At, As, A4, gescitnitten itrerdei^ 

und zwar sind, zufolge (II.): 

„je zwei Gerade, die zu der „je zwei Gerade, die zu der 
einen oder zu der andern einen oder zu der andera 
Schaar gehören, unter sich Schaar gehören, die Axeii 
projectivisch ond die j edes- proj ectivischer Ebenenbu- 
malige andere Schaar Ge- schel, deren entsprechende 
rader sind ihre Projec- Ebenen die andere Schaar 
lioastlrahlea." xu DarchachaitUliaiea hs> 

ben.* 

Oder (U.)i 

3) „Wenn im Räume- ir- 3) „Wenn im Räume ir- 
gend drei Gerade A,A| , A^, gend drei Ebenenbfischel 
wovon kei'ae swei in einer A» A^» Ag, von deren Axen 
Ebene Iiegen,gegehen siud, keine zwei in einer Ebene 
so gicbt es in denselben liegen, gegeben sind, so' 
unzählige mal drei solche giebt es in denselben na* 
Punkte, die in einer Gera- zählige mal drei solcheEbe* 
den liegen, 80 dafs also die- uen, die sieh in eiaer 6e-> 
selben von einer unaShIi- raden schneiden,' treiche 
gen Schaar Gerader a, b, den drei Axen begegnet, so 

e, d, geschnitten wer- dafg also diese yop einer 

den können, nnd diese lets- Schaar Gerader geschnit* 
lern können hinwieder von ten werden, welche eben« 
einer andern Sehaar Gera- falls von einer andetnS^aaf 
der gesehnitten werden, zu Gerader geschnitten wer^' 
welchen auch jene drei Ge- den» sn welcher jene drei 
raden gehören; oder: • Azen gehöresi^ oderi 

„Wenn im Räume irgend drei Gerade A, 
Ai, As irgend drei andere Gerade a, h, c acimei-^ 
den, so schneiden alle Geraden d, e, 

13 
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cbe den drei ersten begegnen» alle Geraden 

Aa,A4, , welche den drei l'eUten begegnen*); 

und es haben die zwei Scbaareh Gerader A^A,, 

AttAat A4 , a» b^ c, 4 «t »olcheBexichnng 

SU einandere" 

^dafs je zwei C«^|rade, die „dafs je zwei Gerade aas 
der nämlichen Schaar an« einer Schaar die Axen pro- 
gehoren, unter sich projec- jectivischerEhenenhüschel 
livisch sind und zwar die sind, deren entsprechende 
andere Schaar Gerader zn Ebenen die andere Schaar 
Projectionsstrahlen haben.*' zu DarchschniltsUnien ha- 
ben." 

IV. Zwei sokhe inaanunengehOrige Schairen von 

Geraden, die einander gegenseitig schneiden, erfüllen 
eine krumme» windschiefe Fläche zweiter Ordnung» 
nSmÜch das «pelnfacbe Hyperboloid*' (bjperboloide 

ä une nappc). Man kann daher, gemäfs der Torstehen- 
den Sätze, auch sagen: 

1) Jrgead iwei imRaaäe 1) «Irgend swei imRamme 
beliebig eehiefliegeBde pro- beliebig sebiefliegende pro* 
fieetiTiscbe Gerade A, A| jectiriscbe Ebenenbftsebel 
erteagea ein eiafaebet Ej* A« A« ersengea ein einfa* 
perbeleid« d. b. sie and alle ebee Bjpe? bolold, d L die 
ibre Pro]eetioa8atrab)ea» Darebeebaitttlinlea ibrer 
nebtl der Sebaar Gerader, eatapreebeadea Ebeaea, 
welebe die letsterea «cbaei» aebtt der Sebaar Gerader, 
dea» liegen in einem eiafa> welebe dieaelbea aebaei- 
ebea Hjperbeleld»* dea, liegen in einem einfa- 

eben Hyperbeleld." 

Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als 
durch zwei projectimcbe Gerade oder B»eneiibüacbel 
A, Ai erzeugt angesdien werden soll, so mag es durch 
[AAJ bezeichnet werden. 



*) INcee Eigenscbaft wird bler ndttelit der projecMfdMa 
Benehnngen omteBitig viel cinbeber bewimea, da es s B.bci dem 
Beweise def Fall iil, wdcbea Haebelle im Jearaal fftr Ha» 
ibematikft Bd. I. S m mittbeiü 
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Aus dem Obigen folgen ferner ononltelbar nach« 
stehende Eigenschafken des einbdieli Hjrperbolofds: 

2) ^Das einfache Hyperboloid kann auf 
xwei Arten durch Bewegung einer Geraden a 
oder Af welche sich ISngs drei festen Geraden 
A, A,, oder a, b> c forlbewcgf, erzeugt wer- 
den (iüyd.); oder es enthält zwei Schaaren von 
Geraden (oder xwei &ysteni6 von StrahlenX 
welche einander schneiden, und welche die 
vorbin (III, 3.) angegebene Beziehung zu ein- 
ander haben, nSmlich: 

„Dafs die Geraden jeder „Dafs die Geraden jeder 
Schaar unter sich projecti- Schaar Azen projectivischer 
visch sind, und zwar die Ebenenh. sind, deren ent- 
andere Schaar Gerader za sprechende Ebenen die an- 
Projectionf strahlen habeD.** dere Schaar Gerader za 

Darchachnittslinienhaben.'* 

Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus 
der andern Schaar, Axe eines Ebenenbüschels istp des> 
aeo Ebenen dnrdi die ledesmalige andere Schaar 6e- ^ 
rader gehen , so folgt also von selbst die bekannte Ei- 
genschaft: 

3) ,,Daf8 jede Ebene, welche das einfache 
Hyperboloid in irgend einer Geraden schnei- 
det, dasselbe allemal noch in irgend einer an- 
dern Geraden schneidet, und dafs diese xwei 
Geraden nicht zu einerlei Schaar gehören.*' 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hy- 
perboloids liegen, heifst „Berührungsebene** des Hy- 
perboloids, und der Punkt, in welchem sich die zwei 
in ihr liegenden Strahlen schneiden, heifst ihr ,,Berab- 
rungspunkt/* Mit Rücksicht auf diese Bemerkung 
lassen sich jetzt die obigen Sätze (§. 50.) wie folgt 
anasprcchen: 

13* 
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4) «Alle Ber ftlbrssigeebe- 4) «Det gegensettige 
Ben eines Hyperboloide, die Dttrcbscbnitt einee einfe> 
dnrcb irgend einen b e- eben Hyperboloids nnd ir- 
•timmten Punkt D geLen, gend einer beliebigen Ebe- 
nmbftllen einenKegel swel-* ne ist irgend ein Kegel» 
ten Grsdes.^ sebnitt.** 

Da je zwei Gerade aus einer Schaar projecüvisch 
ttnd nnd die andere Scliaar m Pro|ecüons8trablen lia* 
ben (2.), und da sie im AUgemeinen, wenn sie nSnIieli 
nicht öbnlich sind» Parallelstrahlen haben (§. 9, I.), so 
■lÜBseo ako irgend zwei Gerade aus der andern Scliaar 
mit ihnen parallel sein» «nnd daber folgt weiter; 

5) „Dafs die zwei Schaaren Gerader eines 
einfacben Hyperboloids paarweise parallel 
sind, d. b«, dafs mit jeder beliebigen Geraden 
aus der einen Schaar eine bestimmte Gerade 
aas der andern Schaar parallel ist.** 

Spftter, im dritten Band» wird durch weitere £nt- 
wickclung zu dem letzten Satze noch folgende Eigen- 
schaft hinzugefügt werden. 

6) «Alle Ebenen, welcbe sich durch die rer- 
schiedenenPaare paralleler Geraden (5.) eines 
einfachen Hyperboloids legen lassen, schnei- 
den einander in einem und demselben PunM^ 
nämlich Im Mittelpunkte des Hyperboloids» 
nnd alle berühren einen bestimmten Kegel 
xweiten Grades» welcher Asymptoten-Kegel 
des Hyperboloids genannt wird* 

Angenommen es seien etwa a und A zwei paral- 
lele Gerade» so werden, wenn man sich den £benen- 

bflschel A denkt, dessen Ebenen ß, Sy sXmmC- 

lich der Geraden a parallel sein, und da dieselben 
durch die Schaar Gerader b, c, d,....^ gehen, zu .wel- 
dier auch a gehört (3.), so ^folgt also durdi Gmkeli* 
rang der nachstehende Satz: 
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7) nLegt uian durch eine Schaar Gerader 
eines einfachen Hyperboloid« EbeneOp welche 
•SmBitlich mit irgend einer zu dieser Schaar 

gehörigen Geraden (a) parallel sind, so schnei- 
den sieh alle diese Ebenen in einer and der« 
selben Geraden (A), welche der andern Sehaar 
angehört, und weiche jener besondern Gera- 
den, (a) parallel ist" 

Von den Geraden, die in efaiem einbche» Hyper« 
boloid liegen, ist noch folgende merkwürdige Eigen- 
schaft, die sich auf ihre Richtung bezieht, anzugeben. 
Betrachtet man das H^perbcdold ab durch * zwei 'Ebe- 
nenbüschel, etwa durch die Ebenenbüschel A, Ai er- 
zeugt, und denkt sich einen drillen Ebenenbüschel 91, 
der dem A gleich, und der so liegt, da(s die entpre- 
' chenden Ebenen (und also auch die Axen) der Ebenen- ' 
, büscbcl A, parallel sind, und dafs sich die Axen 
der Ebenenbüschel Sl, Ai schneiden, so werden also 
auch die zwei letzten 'Eben«d>fisdiel projectiTisch sein 
:Und einen Kegel [SIAJ zweiten Grades erzeugen (§.38, 
IL). Da die entsprechenden Ebenen derEbeneobüschel 
A, Sl paralld sind, ond mithin Tim den entsprechoiden 
Ebenen des Ebenenbüschels Ai in parallelen Geraden 
geschnitten werden, so folgt also, daCs die Stralilen des 
Hyperboloids [AA,] mit den Strahlen des Kegels [HAJ 
parallel sind, d. h^ es folgt daraus der nachstehende in- 
teressante Satz: 

8) „Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen 
Hyperboloids sind mit den Strahlen irgend 
eines bestimmten Kegels zweiten Grades pa- 
rallel, so dafs, wenn man durch irgend einen 
beliebigen Punkt Strahlen sich denkt, welche 
den Strahlen des Ujrperbololids parallel sind» 
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dieselben eine bestimmte Kegelfläche ziveiteii 
Grades erfalien"*). 

Aus dem klxten Saixe and aus den ob%en Sitteii 
(2,4 rechts) folgt weiter: 

9) »Db($ das einlBcbe Hyperboloid, aoCBer den 
obigen FUlen (l, 2.)» unter andern auch dorch fol- 
gende Angaben bestiuimt, und auf die dabei bemerkte 
Art erzen^ wird; nämlich: 

a) „Wenn irgend iwei Gerade, die tn einer Schaar 
gehören und irgend ein ebener Schnitt (4. rechts) 
desselben gegeben sind; d. h., wenn im Räume 
iff;end ein Kegelsduiltl K nnd irgend zwei ihn achnei- 
deude Gerade, etwa A, Ai, wovon aber keine in 
seiner Ebene liegt, und die auch nicht zusammen in 
dner Ebene liegen, gegeben sind; denn wird alsdann 
eine dritte Gerade a so bewegt, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, A| schnei- 
det, so besohreibt sie die genannte Fläche; oder 
wird alsdann dnrck jeden Punkt des Regelschnitts 
K eine Gerade gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden A, At schneidet (IL), so sind alle jene 
Geraden die eine Schaar, «nd die zwei gegebenen 
Geraden gehOren zu der anderen Schaar Gerader 
der genannten Fläche." 

b) „Wenn irgend zwei Gerade, <ye m einer Sehaar 
gehören« und irgend ein Kegel, mit dessen Strah- 
len beide Schaaren Gerader parallel sind, gegeben 



*) Die Strahlen des Hyperboloids sind namentlich mit denen 
seines Asymptoten -Kegels (6.) parallel, und zwar liegt jeder Strahl 
dtt lettteren m der Mitte swischen denjenigen beiden Strahlen des 
Hjperboiotds, mit welchen er parallel ist und mit denen er in ei- 
ner £bejie liegt. Diese Eigenschnfl nebst den obigen (3, 5, 6, 7, § 
Und 9, b) habe ich schon bei einer früheren Gel^fühelt, Im Jottf* 
aal t Mathen, fid. 2. & ^ mitgethcilt. 
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«ind; d h., wenn irgend ein Kegel K zweiten Gm- 
deB und irgend twei Gerade A, Ai, weldie nüt 
zwei Strahlen des Kegels paraUel sindy aber nicbt 
in einer Ebene liegen, gegeben sind; denn alsdann 
bescbreibl eine dritte Gerade» die sich so bewegt 
dafs sie stets die xwei gegebenen festen Creraden 
schneidet und beständig irgend einem Strahl des 
Kegeis parallel läuft, die genannte Flttetw; oder 
wird afadann mit fedem Strahl des Kegels enie 
Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden schneidet (iL), so sind alle sokbe Gera- 
den die eine Schaar und die twei gegebenen Ge- 
raden gehören zu der anderen Schaar Gerader der 
genannten Fläche.*' 
c) „Wenn irgend zwei zu derselben Sdiaar gehörige 
(jcrade A, und die Richtungen irgend dreier 
andern Geraden gegeben sind ; denn da diese Rich- 
tungen dreien Geraden sowohl von der einen als 
der andern Schaar angeboren (5.), so sind also, 
zufolge (IL)» diejenigen drei Geraden zu finden, 
welche die gegebenen zwei Geraden A9A1 schnei- 
den, d. b«y welche nicht nit diesen aus gleidier 
Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2,) eintritt; 
(auch kann der gegenwärtige Fall auf den vorheife- 
benden (b.) zorückgeRihrf werden).'' 

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen: 
10) „Dafs das einfache Hyperboloid der 
Form oder Gattung nach bestimmt ist, sobald 
irgend fünf Strahlen desselben der Richtung 
nach gegeben sind, d. h., es sind alsdann die 
Richtungen aller übrigen Strahlen, also der 
Asjmptotenkegel, genau bestimmt.*' 

52. In besonderen Fällen, wo die betrachteten pro- 
{ecttrischen Gebilde entweder ähnlich sind, oder «igen- 
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thümliche Lage zu einander haben, erhält auch die 
durch sie erzeugte Fläche, iirelche vorhin im AUge« 
ndDOD das «infache Hyperboloid war (§. 51, IV,), be* 
sondere Gestalt, oder geht in Grenzfälie Über, die zu 
verschiedenen, theils bekannteD, intaressaiitea SäUen 
fUhreOt 

*l! ADgenommen es seien irgend zwei Gerade aus 
einer der zwei Scbaaren von Geraden A, Ai, A,, A,, 
•«•«••mid.mb, c, d, , dio einander aehneiden (§^51, 



IV.), etwa die zwei Geraden A, A^, projectivisch 
ähnlich, 60 müssen ihre unendlich entfernten Punkte 
einander entspreebon (§• 1% ij, und also mols einer 
ibrer ProieetionsstraUen, d. b., eine Gerade der andern 
Schaar (a,b, c, ..•••)> unendlich entfernt sein, und da- 
her folgt, weiter, dafs nicht nnr jene zwei Geraden^ 
aondem da(s je zwei Grerade der ersten Schaar A,!At, 

Asf pro jcctivisch ähnlich sind, weil sie den« 

selben unendlicb entfernten Projectionsstrabl liaben. - 
Denkt man jsich den Ebenenbfischel, welcher Irgend 
eine Gerade der ersten Schaar, etwa die Gerade A^, 

zur Axe hat, sq werben dessen Ebenen «s» ß%9 y*» 

durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, ••••• gehen 
(§. 51, IV.), und es wird diejenige Ebene, welche nach 
der vorerwähnten unendlich entfernten Geraden gerich- 
tet is^ nothwendiger Weise den Geraden. A, A| paral- 
Id sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Punk- 
ten gerichtet ist, und folglich vereiniget diese Ebene 
dje mcbMmgen der drei Geraden A, At,. At in sidi; 
da ein Gleidies statt findet, wenn anstatt der Geradoi 
A) irgend eine der übrigen Geraden A,, A4, ange- 
nommen wird, und da durch die Richtungen der zwei 
ersten Geraden A, A, alle Richtungen einer Ebene b^ 
stimmt sind , so müssen folglich die Richtungen aller 
Geraden A, A|^, Aa, A«, ..^.o einer einzigen Ebene 
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9i^gMrmatfJL h.» diese Schaar Gerader müssen Storni- 
lieh einer Ebene parallel sein» and zwar kann dorch 

Jede Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit 
welcheiC i^e. parallel sind, und welche also alle Ricb- 
^ungen • der Geraden enthttU; alle solche Ebenen süid 
folglich unter sich parallel, sie bilden einen Ebciienbü- 
scl^ei» der aus einem System Parallelebenen besteht und 
dessen Axe die genannte anendlich entfernte Gerade 
der zweiten Schaar ist. Ztur leichteren Festhaltung mag 
diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet 
werden» dann 4ijei%en die Parallelebenen» nadi der 
Reihe in der tiednrch die Geraden A, A,,A2, As....... 

gehen, e, €i, e^, €a, Diese Parallelebenen werden» 

da sie Inrch die erste Schaar Gerader A» .^i» A«» A^» 
gehen, die andere Schaar ISngs derselben schnei- 
den, und zwar werden sie dieselben projectivisch 
ähnlich schneiden» weil Parallelebenen alle Geraden^ . 
denen ne begegnen» in gleichem YerhaltniCs thcilen» 
nnd folglich werden auch die zweite Schaar Gerader 

a, b» c» d, , von der ersten projectivisch ähn* 

lieh geschnitten» daher müssen ihr audi dieselben Eir 
genschaften zukomraen, wieder ersten, nämlich esmufs 
einer ihrer Projectionsstrahlen» d. h.» eine Gerade der 
ersten Schaar» die Ab heüsen mag» unendlich entfernt 
sein, ferner müssen sie sämmtlich einer Ebene parallel 
sein» , so dafs durch jede von ihnen eine Ebene gohl^ 
mit «welcher sie alle parallel sind» und dafs alle diese 

Ebenen, die nach der Reihern, ßay yn, Sn, helfsen, 

unter sich parallel sind» und einen Ebenenbüschel bil- 
den» dessen Axe die genannte anendliefa entfernte Ge- 
rade An der ersten Schaar ist. Bf an steUe sieh nna 
wiederum den vorhin erwähnten Ebenenbüschcl As, des- 
sen Ebenen «9» ß^, y%9 •••••> durch die zweite Schaar 
Gerader a» b» c» gehen» vor, and achte anf de» 

> 
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ebenen Strablbilschel, in welchem er von einer derPa- 

ralleiebeoea Onf ym etwa tou der Ebtoe am, 

gesdmkteD wird, und welcher Strahlbfischil cbeDblls 
On hei£8eu soll, so werden offenbar die Strahlen 3n> bn, Cny 

• dieses Strablbüschels der zweiten Schaar Geradet. 

•fhfC, parallel sein (weil, wenn z. B. eine Gerade 

einer Ebene ctn parallel ist, dann jede durch a gehende 
Ebene ot <^e Ebene Oa in einem Stralil an schneidet» 
der mit a parallel ist), wmrns also foi^^ dafi» ^dMt 
{Sdiaar Gerader genau alle Richtangcn eines ebenen 
StrahlbQscbels an, oder genau alle i\irhuiiigen einer 
Ebene am enthalten. Ans gleichen Grinden müsseii 

auch die erste Schaar Grerader A, Ai, A,, A3, 

alle Richtungen eines ebenen Strablbüschels, oder ein^. 
Ebene, nimüeh der durch sie gehenden ParallelebeMn 
f, ei, , umfassen. Da der Ebenenbfischel A^ ei- 
nerseits mit dem ebenen Strahlbüschel in Ansehung . 

der Elemente Os» ßt* Ttf und Sa, bn, c«, , und 

andererseits mit der Geraden A in Ansehung der Ele- 
mente Oa, ytf und 0, 6, C, , (wo nämlich 

üf h> e, die Punkte sind, in welchen die Gerade 
A sogleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, 

« geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folg> * 

lieh der ebene Strahlbttschei Om und die -Gerade A in 

Ansduing der Elemente a., b. c«, und a» 6, t, 

projectivisch, und da ferner die Gerade A mit al- 
len tibrigeu Geraden der ersten Schaar Aj, A„ A,, 
,.«.. projectivisch ist, so folgt ako: daCs die xweite 

Schaar Gerader a, b, c, den Strahlen an, bn, Cn, 

eines ebenen Strablbüschels an parallel sind« wel- 
cher mit den Geraden der ersten Schaar A, Ai, A«, 
As» projeotivisch ist. Desgleichen sind die erste 

Schaar Gerader A, A^^ Ai, A3, den Strahlen eines 

nlwnciLStrahlbäscbeb parallel^ iwelcher mit der zweiten 
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Schaar Gerader a, b, • projectivisch ist, und 

welcher» S.B. in der Ebene 9 daigettelll^ • bei£iea aolL 
Da, wie mriun benerkt worden, die iwei SdkaMB 

Gerader A, A|» A,, A3, » a, b, c, d, mit zwei 

Ebenen o. (oder vielmehr mit xwei SjatesMa Pn- 

fafletebenen i, (1, «i, » On, ßn> y^y ) pandtal 

sind, und zwar genau alle Richtungen derselben er- 
«chöpfen, wogegen eie frfiher beim allgemeinen Falle 
mit den StraUen einet Kegeb sweiten Grades (das 
.Asymptotenkegels) parallel waren (§. 51, IV. 8.), so 
folgt also, dafs dieser Kegel im gegenwärtigen Falle 
sich In )ene zwei Ebenen aufgelöst hat, nnd somit 4n 
einen Grenzfall übergegangen ist. Jene Ebenen haben 
feriier die Eigenschaft, dais, da jede durch eine endlich 
entfernte und durch eine unendlich eitfenite Gerade 
geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Geraden 
nothwendiger Weise unendlich entfernt sein mufs, ihre 
Beiührungspunkte (§* 61, IV.) mit der krun|meaFläche 
(weldie durch die zwei Sdiaaren Gerader erfüllt wird) 
unendlich entfernt ist, woher denn jede solche Ebene 
i^symptotenebene" genannt werden kann» so dab 
also Im gegenwirtigen Falle der Fliehe swei ßjstema 

Asjrmptotenebenen €, 61, , an, /^n, yn% •••••• ZQ^ 

kommen. Die Schaar Gerader A» Ag» Aa • sind 

projeetlTncli rimllch, und zwar in Ansehung der Punkte, 
In welchen sie von den Asymptotenebenen <Kb» 

geschnitten werden (weil diese Ebenen durch die 

aweite Schaar Gerader a, b, c, gdhen), daher 

werden je zwei derselben, welche unter gleichen Win- 
keln za diesen Ebenen geneigt sind, ofbnbar pro}ee- 
tivisch gleich sein, und dab sie in der That paaft- 
wciso projectivisch gleich sind, und dafs ein Gleiches 

bei der zweiten Schaar Gerader a, b, c, d, statt 

findet, kann leicht geze%| weiden. Demi man dedso 
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Mk wwek AsymptotenebeDen» etwa i und oa, nemie * 

Ihre Durchschoittslinie X, und denke sich in der letz- 
ten fbene «n den ebenen StrahlbOschel mm 9 deesen 
StraUeii an, ba, Cn, den Geraden a, b, pa- 
rallel sind, 80 wird irgend ein bestimmter Strahl zu 
der Durcbschnittfilinie X senkrecht sein 9 und sodann 
'Verden.' von i€a fibri^cn Strahlen inmierxwei und zwat 
sowohl mit jenem Strahl, als mit der DurchschnittBÜnie 
X gleiche Winkel bilden, und daher nothwendiger 
Weise zn der ersten £bene s anter Reichen Winkeln 
geneigt sein, woraus dann weiter folgt, dab auch die ih- 
nen parallelen Geraden a, b, paarweise mit der 

Ebene s gleiche Neignngswinkel bilden, und folglicb 
paarweise projectiTisch gleich sind. Diejenige Gerftde 
aber, welche dem besondem Strahle, der zu der Durcb- 
•chnittslinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit kei- - 
ner andern projectiTisch gleich seki; Migenommen es 
sei dies die Gerade a, durch welche die Asymptoten- 
ebene ctb seht, so wird .also a anf X senkrecht stehen;, 
ans gleichen Grfinden vialb unter der ersten Schaar' 
Gerader A, At, A«, As, sich eine bestimmte be- 
finden, die mit keiner andern projectiriseh gleich ist, 
angenommen es sei die .Gerade A, dnrch welche die 
Asjmptoteuebene e geht, so wird also auch A zu X 
senkrecht sein ; demnach mufs denn auch die durch die 
•wei Geraden a, A gebende Bertiurnngsebene (aA) anf 
der Durchschnittslinie X, und folglich auf beiden Sy- 
stemen Asjmptotenebenen fi, £|, e% f€hkf ßmf yn% 

sngleieb senkrecht stehen; unter diesen Umstanden wird « 

X ,,Axe'* und der Burchschnittspunkt der Geraden a, 
A, oder der Berührungspunkt der Ebene (aA), wel« 
cber H heifsen mag, wiiü „Scheitel" der krummen 
nsche genannt Wird die krumme Fliehe von irgend 
einer beliebigen Ebene £ geschnitten, so mufs der 
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Sdmilt «fieiibir Im Alkemoiieii itee HjrpolMl Bm^ 
denn da die FlSche zwei «nendlicli entfernte Gerade 

liat, muCs er zwei unendlich entfernte Punkte haben, 
nadi denen nSmlich die zwei DurcbschnittsUnlaD» in 
welchen die Asymptotenebenen an von der Ebene 
£ geschnitten werden, gerichtet sind, er mufs folglich 
eine Hyperbel sein, deren Asyi^rtolen di/esm Durch- 
echnittslbiien parallel sind; in den besondemFaUe aber, 
wo diese Durchschnittsh'nien der Axe X parallel sind 
(wo namlicfa die sclMieadende Ebene E der Axe K, oder 
der Borchsdinittslinie irgend zw^er As^^mptotenebeiieil 
parallel ist), und wo sie also nach einem einzigen 
üBendlich entfernten Punkte gerichtet sind» geht die ge* 
nwDiite Hyperbel In ekie Parabel Aber; den Asympto- 
ten der genannten Hyperbel sind ferner auch irgend 
swei Gerade aus den zwei Schaaren Gerader A, Ai, 
A«f As» f a, b, c, d, paralld, nSmUch jedes- 
mal diejenigen zwei, welche jenen Durchschnittslinien 
parallel sind, in welchen die Asymptotenebenen «, Om 
von der Ebene £ geschnitten werden. — ^ Je. swd Ge- 
rade aus einer der zwei Schaaren A, Ai, A2, , a, b, 

Ct* f ^'^6 B. die Geraden A, Ai, sind Azen zweier 

projectivischer Ebenenbfischel , deren entsprechende 
£benen die jedesmalige andere Schaar zu Durchschnitts- 
lioien haben (§. 51, UL)> diejenigen zwei entsprechen- 
den Ebenen aber, wdohe die oneiidlicb ' entienite* Ge- 
rade e der andern Schaar zur DurcLscbniltsIiuie haben, 
also die Ebenen s, €1, müssen nothwendiger Weise pa- 
iBÜel sein, und da dies die einzige Elgenthindidikdt 
ist, wodurch sich in diesem Falle die zwei Ebenenbü' 
scbel auszeichnen, so ist klar, dafs umgekehrt, wenn 
irgend zwei projectivische ElMnenbtlschd A, Ai sieb 
in ealcher schiefer Lage befinden, wo irgend zwei ent- 
sprechende Ebenen jparallel sind, alsdann alle oben 
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niissen. 

Unter dtesen besondernUinttSiiden heiCst die kranMiie 
flidie nidit nebr eiiifadiet HjperMold» Bondem „hy- 
per bolisch es Paraboloid/' Aus der obigen Be- 
traditiiog folgen nachstehende Eigenschaften und Erzeug 
gungsarten des bjperbolieclieii Parabololdt. - 

1) y,Das hyperbolische Parabolo'id hat un- 
ter andern folgende wesentliche Eigenschaf- 
ten; a) es enthSlt zwei Sehaaren Gerader Ai» 

A], As) 9 a, b, c, d, die einander projec- 

tirisch ähnlich schneiden; auch sind die Ge- 
raden }eder Schaar paarweise pro|ectiTiseh 
gleich, so dafs jede Gerade einer bestimmten 
andern Geraden projecti visch gleich ist; zirei 
Gerade a, ans jeder Schaar eine, machen 
hierin eine Ansnahme, d» sie haben nicht 
ihres Gleichen; b) zwei andere Gerade A»» e, 
ans jedetr Schaar ein^ sind unendlich entfernt; 
e) dureh jede Schaar Geraden geht ein System 
Parallelebenen, welche nach, der unendlich 
entfernten Geraden der andern Sehaar gerich- 
tet, und welche daher Asymptotenebenen aind^ 
so dafs es also zweiSjsteme paralleler Asymp- 
totenebenen 9f tif St> f <>af ßuf hat; 

d) jede Sehaar Gerader sind defiiiAsymptoten- 
ebenen, welche durch die andere Schaar ge- 
hen, parallel und sie umfassen genau alleRich- 
tnngen dieser Ebenen, so dafs die Strahlen 
eines Strahlbüschels in einer dieser Ebenen, 
genau die Richtungen aller jenerGeraden dar- 
atelletty d. h», jederStrahl ist einer bestimmten 
Geraden parallel, und auch umgekehrt; e) je- 
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der solclie Straklbllscllely deaten Strahlen mH 

der einen Schaar Gerader parallel sind, ist 
mit den Geraden der andern Schaar projectl- 
▼iseh (wobei nSmlicb )eder Punkt» in welcbem 
eine dieser Geraden von einer von jenen Ge- 
raden geschnitten wird, demjenigen Strahl des 
' Strahlbfischels entspricht^ welcher der letx- 
tern Geraden parallel ist); f) jedes Paar pro- 
lectivisch gleicher Gerade (a) aus der einen 
Schaar» sindzn den Asjmptotenebenen» welche 
durch die andereSchaar gehen, unter gleichen 
Winkeln geneigt, und auch umgekehrt; g) jene 
swel besondern Geraden A» a, die mit keiner 
andern pr ojectiyiscb gleich sind, sind der 
Richtung nach zu den D urchschnittslinien der 
swei Systeme Asjmptotenebenen rechtwink- 
lig, so dafs also ihre Ebene (aA) zn allen 
Asjmptotenebenen und zu derenDurchschnitts- 
linien rechtwinklig ist; ihrDurchschnittspunkt 
8 beifst Scheitel and die Dnrcbscbnittslinie 
X der durch sie gehenden Asjmptotenebenen 
s, Oa beifst AxCi ihre Ebene (aA), die Berflb- 
rangaebene im Scbeitel, ist di« einzige Be- 
rührungsebene, die auf der Axe X rechtwink- 
lig steht; h) endlich wird es (das Parabolold) 
Ton einer beliebigen Ebene E im Allgemeinen 
in einer Hyperbel geschnitten, deren Asymp- 
toten denDurchschnittsiinien, in welchen die- 
selbe die zwei Systeme Asymptotenebenen 
schneidet, und daher auch irgend zwei Gera- 
den, die zu den zwei Schaaren Gerader (a) ge- 
boren, parallel sind, und nur in dem beson* 
dern Falle, wo die sehneidende Ebene E der 
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Aze X parallel ist,, wird es in einer Parabel 
geschnitten''*). 

2) «Das hyperbolische Paraboloid ist an- 
ter andern in folgenden Fttllen bestimmt and 
wird auf die dabei bemerkten Ar ten erzeugt: 
•) durch irgend zwei projectivisch ähnliche 
oder gleiche Gerade A, Ai, die im Ranme 
.beliebig schief liegen; nämlich die Gera* 
den gehören za .der einen Schaut und 
ihre Projectionsstrahlen sind die sftmmt- 
liehe andere Schaar Gerader; 

b) durch zwei beliebige projectivische Ebe* 
nenbüschel A, A^ die im Räume schief 
liegen, aber so, dafs irgend zwei ent- 

' sprechende Ebenen parallel sind; näm- 
lich die Axen der Ebenenbfischel gehö- 
ren zu der einen Schaar, und die Durch« 
Schnittslinien ihrer entsprechenden Ebe- 
nen sind die andere Schaar Gerader; 

c) dnrch zwei projectivischeEbenenbüschel, 
wovon der eine aus einem System Paral« 
lelebenen besteht, also eine nnendlich 

' entfernte Axe (An oder c) hat, und weun 
die Axe des andern jene Ebenen schnei- 
det) nämlich ihre Axen gehören zu der 
einen Schaar und die D urchschnittslinien 
ihrer entsprechenden Ebenen sind die an- 
dere Schaar Gerader, und die Parallel- 
ebenen 

« / 



*) Das sogeBiiinte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im 
zweiten Bande S. 238 seiner Sammlung geora. Aufgaben be- 
trachtet, ist, wie man bemerken wird, ein begrenzter Tlieil eines 
hyperbolischen ParaboloYds, und die daselbst bewiesenen Eigen- 
^ Schäften folgen anmiUeibar aus den hier oben stehenden. 
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ebeneii sind das eineSystem Asymptoten- 

ebienen; 

d) durch irgend drei Gerade A, Ai, A3, die 
mit irgend einer Ebene «t parallel sind, 
aber woTon keine zwei in einer Ebene' 
liegen; nämlich dieEbene £3 ist eincAsyiup- 
totenebene, nnd die Geraden gehören zu, 
der einen Schaar nnd alle sie schneiden- 
den Geraden sind die andere Schaar Ge- 
rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene drei schneide^ 
beschreibt die andere Schaar Gcraderi 
nnd somit die vorgenannte Fläche; 

e) . durch irgend zwei beliebige Gerade A» 

Ai im Räume und durch eine beliebige, 
sie schneidende. Ebene On, welche als 
Asymptotenebene angenommen wird; 
nämlich die Geraden gehören zu der ei- 
nen Schaar, und alle Geraden, welche die- 
selben achneid.en und mit der Ebene On 
parallel sind, sind die andere Schaar Ge- 
rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene zwei schnei- 
det und beständig mit der Ebene parallel 
ist, beschreibt die genannte Fläche; 
4) durch irgend eine Gerade A und irgend 
V einen ebenen Strahlbfischel ah die pro- 
jectivisch sind, und so liegen, dafs jene 
nicht mit der Ebene des letzteren paral- 
lel ist; nämlich die Ebene des Strahlbfi- 
schels ist eine Asymptotenebene, und die 
Gerade gehört zu der einen Schaar und 
diejenigen Geraden die sie schneiden, und 
woTon jede demjenigen Strahl des Strahl- 

14 
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bfischels parallel ist, welcher ihrem 
Durchschnittspunkte entspricht, sind die 

andere Schaar G erader, oder eine Gerade 
a, die sich so bewegt» dafs sie stets jene 
Gerade A schneidet nnd in jedem Augen- 
blick dem ihrem Dur chscbnittspunkt eut- 
sprecheudeu Strahl des Strahlbüscheis 
parallel ist, beschreibt die genannte 
Fläche"*). 

Die Zahl dieser Fälle laÜBt sich leicht vermehren, 
s. B. dadurch, dafs auch die Hyperbel und Parabel (1 ,h.) 
als besliuiuieiule Elemente angcnonnnen werden 

IL Vom hyperbolischen Paraboloid findet ein be- 
sonderer Fall statt, der sich zum allgemeinen Falle Shn- 

~ lieh verhall, wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebi- 
gen, uäuilich derjenige Fall, wo die zwei Systeme 

' Asymptotenebenen fLVL einander . rechtwinklig sind. 
Haben a die ihnen bei der obigen Betrachtung (I.) 
beigelegte Eigenschaft, dafs sie zv^ der Durcbscbnitts- 
linie der Asjmptotenebenen s, Om rechtwinklig sind, 
so wird also im erwähnteu besondern Falle sowohl A 



' *) Bei dem Grenzfalle , wo die gegebene Gerade A der Ebene 
^es Strahlbüschels a„ parallel wird (sie in einem unendlich ent- 
fernten Punkte schneidet}, tritt an die Stelle der genannten krum* 
men Fläche, die Parabel, d. h. , die auf die angegebene Art be- 
stimmten Geraden (zweite Schaar Gerader), nebst der gegebe- 
nen Geraden A, sind die gesannnten Tangenten einer Parabel, 
deren £bene n^it der Ebene des Slrablbüschels parallel ist. 

Das s^ uthetSsche Hanplinerfanal, wodoreh aidi die gegen- 
iri^rtige Flidie Tonf cbfachvn HjperboMl mlMncheidet, begebt 
Bimlich darin, dalSi sie swei onendlich entfernte Gerade enthik; 
sobald daher aus irgend welchen Grfinden folgt, dab die cfMg^ 
lanumeFlielie efaie (oder swei} nmdlieh eAtfemte Gerade hat, ao 
iai darana tu aebllelaen, daft lie nicht mehr daa allgemeine ein- 
fache Hyperboloid, aondeni die oben genannte FlSehe iat 
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za der Ebene al« a xa der Ebene i senkretht sein, 

und daher nvird A zu allen Geraden b, c» d, , 

und a zu allen Geraden Ai» A«, A«, •••4« aenk- 
recbt sein, weil dies^ Sriiaaren Gerader jenen Ebe- 
nen an, € parallel sind. Wird die krumme Fläche unter 
diesen Umständen ,^leichseitiges hyperbolisches 
Parabolold'' ^enannt^so folgen also für sie nachstehen« 
de besondere Eigenschaften und Erzeugungsarten (I^ 1.): 

1) »Beim gleichseitigen hyperpolischen 
Parabolold sind a) die zwei Systeme Asymp- 
totenebenen zu einander rechtwinklig; b) eine 
bestimmte Gerade aus jeder Schaar Gerader 
ist zu allen Geraden der andern Schaar (und 
zu den durch diese gehenden Asymptoten* 
ebenen) rechtwinklig." Und umgekehrt: 

2) „Wenn bei einem hyperbolischen Para- 
bolold eine Gerade aus der einen Schaar zu 
irgend zwei Geraden der andern Schaar, oder 
zu einer Asymptotenebene, rechtwinklig isl^ 
so ist es ein gleichseitiges." 

3) „Das gleichseitige hyperbolische Para- 
bolold wird bestimmt und erzeugt; 

a) durch irgend zwei projectivisch ähnliche 
Gerade, sobald sie im üaume in solche 
schiefe Lage gebracht werden» dafs beide 
zu Irgend einem und demselben Projec- 
tionsstrahl rechtwinklig sind; 

b) durch irgend zwei projectivische Ebenen- 
bfischel, sobald sie In solche schiefe La- 
ge gebracht werden, dafs von den zwei 
entsprechenden Ebenenpaaren, welche 
die entsprechenden rechten Winkel ein- 
schliefsen (§. 30, VI.), das eine oder an- 
dere Paar parallel isti nämlich die Durch- 

14* 
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sohniltflliaie des aaderen Pa^r^ iBt als« 

daAii eine der genannten Gera den A, a; 

c) diijr^h zwei pro)ectivische£bcnenbü8chel^ . 
woTon der eine aa$ Parallelebenen be« 
siebt, auf weleben die Axe des anderen 
senkrecht steht; nämlich diese Axe ist 
alsdann eine der genannten Geraden A, a; 

d) 1) dnreh irgend drei Gerade "1» Af» All WO- 
von keine zwei in einer Ebene liegen, 
aber die irgend eine vierte Gerade a recht- 
winklig sebneiden; oder: 2) dnrcb irgend 
zwei Gerade, die nicht in einer Ebene 
liegen» wenn sie als zu einer Schaar Ge« 
rader, und zwar die eine als eine der ge- 
nannten besonderen Geraden A, a, ange- 
seilten werden; nämlich eine dritte Gerade 
die sieb so bewegt, dafs sie stets jene 
xwei gegebenen festen Geraden sebeidef, 
und zwar zu der einen stets rechtwinklig 
ist, besebreibt die genannte Fläcbe; 

e) dureb irgend swei Gerade, die niebt in 
einer Ebene liegen, und irgend eine Ebe- 
ne, welche durch eine solche dritte Ge- 
rade gebt, die der Ricbtung naeb zu je- 
nen zwei Geraden recht winklig ist (sie kann 
diese aucb schneiden), wenn jene zwei Gera- • 
den als einer Schaar angehörend und die 
Ebene als Asymptotenebene angesehen 
wird; nämlich alsdann wird eine Gerade 
die sich so bewegt, dafs sie stets jene 

' zwei festen Geraden schneidet und be- 
ständig jener feslenEbene parallel bleibt, 
die . genannte Fläcbe beschreiben; (die 
AsjrmptotenAäie kann Obrigens mA unter fol- 
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•genAsiiBcdiBgiuigen gegAen werden» ab: iN^dditt 

mit irgend einer anderen Ebene, die den beiden 
' Geraden parallel ist» rechtwinklig steht; oder 
weldie soMie Lage hal, dab die Ebenen dar 
Neigungswinkel» welche ^ie zwei Geraden mit 
ihr bilden, parallel sind); 
' f) dornib eiae Gerade (A) und einen ebenen 
Strahlbfi0ilbel (c^n), die projeetiifiieb sin4 
und erstcre auf der Ebene des letzteren 
aenkreebt atebt» und wenn die Gerada 
• als der eines -Sobaar Gerader angebdrend . 
und die Strablen des Strahlbtischels als 
> ') . der anderen Sehaar Gerader parallel an^ 
generamen werden^s nftmlieb alsdann wird • 
eine Gerade, die sich so bewegt; dafs sie 
\- st^ts die gegebene feste Gerade schnei- 
• det nnd in jedenir' Augenbliek de^)e«igen 
Strahl des Strahlbflschels parallel ist, 
' - wielcher ihremDurchschnittspunkt (inAn- 
' aebnng d^r proiectiyiscben Bexiebnng) 
' • entspricht, die oben genannte Fllefcb be- 
schreiben.^ . • * 
83. Andere besondere FMle (§. 52.), wobei in 
Hinsidit derErzeugongsart, der Gestalt nnd defr BlgeaU 
schalten der durch projectivische Gebilde erzeugten 
brommen Flächen eigenthttmliehe Um^t&nde slatl. finden, 
sind folgende: i 

I. Zunächst mögen einige Eigen^dhaften, deren 
Richtigkeit sich ^iis den eratisn Elementen der €||eome- 
trie ergiebt, vorangeschickt werden. Wenn man nte* 
lieh in einer Ebene zwei beliebige Sirahlbüschel B, Bi 
betrachtet, so findet man, dafs auf jedem, Strahl des 
einen ein bjSftuuniter StirsU des endem: rechtwinklig 
steht; angenommen es seien die Strahleu a, b| c, d, 
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4m StrahtbUachels .B nach der Reihe 2a den Strahlen 
»tf l»tt ^» dif Stndilbüscbels nckiwinklig. 

Die Durchschnittspunkte der za einander rechtwinklig 
^ea ßtrabienpaare liegen in einer Kreislinie» welche 

Qetad« BBt, dio die Mitlelpivikle .der Strablbasdier 
verbindet, zum Durchmesser hat Daher sind die Sfrahl- 
büschei ia Ansehung der zu einander rechtf?iQkli|;en 
jMraU«op«|ire proiecüvisA (§. 38b UI«). Also:. 

»^Irgend zwei abea^ Strahlbilscbel B, Bi, 
diein^eiper fbene liegen^ sind in Ansehunf; 
der SQ aiiiaiidpr recbAw.inklif en ßtrabUn a» b, 

f, d,^...i.: uüi ai, bi, Ct» itt.\ i^rojectiviscb, 

und er^eogen einen Kreis, in welchem ihre 
mUelpaiikte.dU J&ndpunkte ^ioea Oarcbmes- 

; Mittelst dieses einfachen Satzes Ilifst sich nun leicht 
AllfaB,. daCs bei zwei ebenen Strablbüschelo B» B| die 
in einem. StrahlbQscbel D liegeD» nnd bei swer Ebenen- 
büscheln A, Ai die im Räume oder in einem Strahl- 
bttsdiel D beliebig liegen, ähoUcbe Sätze statt finden, 
antf denen aich mehrere merkwürdige Folgenuigen zie^ 
ben lassen. 

IL Man denke sich zwei Ebenenbüschel A, A^, 
deren Azea beliebige gegenseitige Lage baben (nnr 



*) beirsmits Ihakdifmig dieses SatMs keiftt: 
„Bewegt sieb eia reehler Wiakel (M|) in einer Ebe- 
" ae.se, d»fp seine Sebcakel ««* siets dareb Isgead ' 
twei festc^ Pavirte B« B, gehen, lo darcklleft sein 
Sebeitel (st,)' eine Kreislinie, welcbiB den Abstsnd 
d>sv festen Pnnkte ?en elaaader sam 1>itrebmesssr 
baf» 

Dieser aad der oUge S«ls aiiid abrigent oor besondeie Fdle 
fen denjcaigen Sitseii» die man aatisr den gleidien 'Bedii^nngea 
«ribill, wenn easlstl des rselilen Wlakeb, i^end eb sadenr be- 

stbaaUsr vyWad aasMMBMi wkd. 
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^iMtit der Kkbliing nach zu einander rccb(wmkii|; sind^ 
S0 vrird auf jeder £bene des doen CJbenenbilscheb ir- 
gend eine beslinniite Ebene des andern rechtwinklig 
sein, 80 dafs also ihre Ebenen paarweise zu einander 
. reditwinklig aind« AngenomnieD es seien die £beiieii 

* a, fi, ;s S, des EbenenbQsdieb A liach der Reihe 

zu den Ebenen cru ßit yi, ^i, des Ebenenbüscbeis 

•A| redilwiDUig, und die IIiircliscbDiUsüoien der zu 
einander l^hlwinkligen Ebenenpaare heifsen naeh der 
Reihe a,, b,, c^, d^« 'Bflan denke sich ferner ir- 

gend, eine Ebene £» welche nn der Axe des einen £be- 
. nenbQsdiels, etwa zü rechtwinklig ist, so wird .die- 
selbe die Ebencnbüschel A, Aj in zwei ebenen Strahl- 
büschcin B, Bi scbneidcut deren Miüelpunkle B, Bi 
niniüch in den Azen A, Ai, und deren Strahlen a» b, 

c, » öl, bi, Cj, in den Ebenen a, ß, y, , 

txij fti, yi liegen (§. 2?» IL), und es wird die 

Ebene £ in aibn Ebenen ff^ rechtwinklig 

aein, weil sie es zu der Axe A ist. Sodann ist klar^ 
dals» da z. B. die Ebenen E, ai beide zu der Ebene 
U rechtwinklig sind», auch ihre Durcbscbnitlslinie at xu 
derselben rechtwinklig ist, und dafs diese somit auch 
zu der Geraden a senkrecht ist, weil letztere in der 
Ebene a liegt; und da aus gleichen Gründen folgt, dafs 
je zwei gleichnamige Strahlen der Strablbüschel B, Bf 
also b und bi, c und c^, d und d|, u. s. w. zu einan- 
der rechtwinklig sind, so geht also daraus henror: 
a) dafs die Burchschnittspunkte aller dieser Strahlen« 
paare in einer Kreislinie liegen, welche die Gerade 
BB|, di^ die MiUelpunkie der SUablbüschel B, Bi ver- 
bindet, Eum Durchmesser hat (L); woraus denn weiter 
folgt, b) dafs die Slrablbüschcl B, B^, in Ansehung 
)encr Strahlenpaare, projcctivisch sind, und c) dafs al- 
. so auch die Ebenenbübchel A, Ai in Ansehung ihrer 
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zvL einander rechlwinkltgen Ebenenpaare a und ort, 
ß nod ßu 7 Yx% w. projectiräch smd (weil 
sie mit {enen StmMbllscIiein B,Bj persp«etfvisdi sind), 
und dafs sie daher d) im Allgcnieinen ein besonderes 
einCaches Hyperboloid (§• 51, IV, L), oder e) wenn 
IbreAxen einander scbneideD, einen besonderen Kegd 
zweiten Grades (§. 38, II.) erzeugen, welches oder 
welcher tod der Ebene £ in dem gebannten Kreise 
(a) gesehnittai wird, dessen Dorebmesser BB, ni der 
Axe A senkrecht ist (weil diese zu £ es ist), so dafs 
also f) dieser Durchmesser £Bi «iu gleichseitiges hyper- 
bolisches Parabolold beschreibt (§• 5% Ii,a^ d^a.), wenn 
die Ebene E sich selbst parallel fortbewegt wird. End- 
lich folgt Doch, g) dafs der Ebeneubüschcl A und der 
ebene StrahlbQschei Bi, in Ansdiong ifareriza einan- 
der senkrechten Elementenpaare a und ai, /^und bi, y 
und C|, u. s. w. projectivisch sind, weil beide es mit 
dem ebenen StrahlbOscbei B sind; oder man kann oC-^ 
fenbar umgekehrt behaupten, dafs, wenn man ans ir- 
gend einem Punkt Bi Lothe ai, bi, Ci, auf die 

Ebenen «, ß^ eines beliebigen Ebenenbfiscbeb 

A fallet, alsdann alle Lothe einen' ebenen StrahlbOscbei 
Bi bilden, dessen Ebene £ (oder Bi) zu der Axe A 
des Ebenenbüschels senkrecht ist, und der mit diesem 
Ebenenbtisdiel, in Ansehung ihrer so eteandcr recht- 
winkligen Elemenlcnpaare, projectivisch ist, und zwar 
dergestalt, dafs je zwei entsprechende Winkel, wie 
etwa (ab) und d. h/, .der Winkel irgend xweier 
Strahlen a, b und der Winkel ihrer entsprechenden 
Ebenen a, gleich sind oder zusammen zv^ei Rechte 
betragen» Es ist ferner Folgendes ni bemerken. b)Fil- 
let man aus einem beliebigen Punkte D Lothe a, b, 

c, ai, bi, Ci, auf die Ebenen a, ; 

^tf ßtt yu der Ebenenbüschel A, Ai^.so bilden 
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dieselben zwei ebene Strablbüschel 93, die bezieh- 
lieh niit den EbenenbüscheUi A, Ai projcctivisch sind 
(g), ue mad folglich auch, unter ticb projectiviael^ nod 
zwar dergestaky daCs )6 zwei entsprechende Strahleil, 
wie etwa a und ai , zu einander rechtwinklig sind, weil 
diese ntalich Lothe auf Ebenen , a und Oi mi, irelclie 
aufeinander eenkrecht stehen (g); abo werden diefltrahl- 
bQschel fQi im Allgemeinen einen Kegel zweiten 
Grades erseagen. (Dasselbe folgt auch dadmch, dati 
in Falle die Axen A, A^ sich schneideo (e), aian an- 
nimmt die oben genannte Ebene E gehe durch ihren 
DnrdiSGhaittspunkt, welcher D heifsisn mpg, stehe aal 
der Axe A senkredit und > schneide den anderan Ebo» 
nenbüschel A^ in einem Strablbüschel Bi, so dafs also 
die Strahlen ai, bi, Cu..... des letzteren immerhin, wie 

bei der obigen Betrachtung; zn den Ebenen ß^'y, 

des EbcnenbUschels A senkrecht sind, und dafs man 
sich femer durch den Punkt D eine beliebige andere 
Ebene denkt, die den Ebenenbflschel A in einem ebe- 
nen StraUbll8chel B schneidet, so werden alsdann die 
Strahlen a, b, c, ... . des letzteren zu den Strahlen ' 

bit Cii des «Strahibfischels B| rechtwinklig sein^ 

nnd es werden beide Strahlbüsdiel B, Bi, in Ansebong 
ihrei' zu einander rechtwinkligen Strahlenpaare, pro)ec- 
fleisch sdn, weil sie es ink den Ebenenbtisoheln A|Ai 
suid (§. 30, y.), und folglich werden süs einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen), i) Werden die Strahlbü- 
schel S&y Sbi (h.) durch zwei beliebige Gerade 91, 9li 
geschnitten, so werden diese, In Ansehung der Pankte 

0, 6, c, ; Ol, 6^, Cj, , in welchen sie von den 

Strahlen a, b, c, ai, bi C|,..,., der Strahlbiisdiel 
getroffen werden, projecthrisch sein (well letalere on- 
tor sich CS sind), so dafs also )o zwei entsprechende 
Punkte derselben, wie etwa a und ai» von dem Punkte 
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D aus unter einem rechten WhAd (a»,) gwheil w«r- 
ieu, und so dafo, im Falle die Geraden nicht in einer 
Ebenen liegen, sie ein einfaches Hj^perboloid (§. 51, 
IV, 1.), und im Falle, W0 sie in einer Ebene liegc% 
einen Kegelschnilt crzcnj;en. 
. Aus dieser Betrachtung üicfst nachstehende Reihe 

von SUtzen. 

1) „Zwei Ebencnbüschcl A, Ai, deren Aien 
nicht in.einer Ebene liegen, sind in Ansehung 
ibrer,«u einander rechtwinkligen Ebenenpaare 
«0 und cfi, ß nnd r ""«^ ^ projeeti- 
Visch (c.) und .erzeugen also ein besonderes 
einfaebea HyperboLoid, welche» von jeder 
Ebene, die zu der Axe des einen oder andern 
Ebenenbüscheis senk^-eclil ist, in einem Kreise 
geschnitten wird, von weichem die Endpunkte 
eines Durchmessers in Jenen Axen liegen, nnd 
wo alle solche Durchmesser, bei dem einen 
oder anderen System vot Kreisen^ in einem 
gleichseitigen hyperboHaehen Paraboloid lie- 
gen." Oder: 

2) „Drehen sich die Seitenflächen a, ei- 
nes rechten FlUchenwInkel» («tf») um irgend 
Äwei feste Gerade (Axcn) A, A», die nicht in 
einer Ebene liegen, so beschreibt die Kante 
a, desselben ein besonderes einfaches Hyper- 
boloid, weiches durch die zwei festen Gera- 
Aen geht, und aufserdcm die Eigenschaft hat, 
dafs es von jeder Ebene E, die zu der einen 
oder andern Geraden senkrecht ist, In einem 
Kreise geschnitten wird, und dafs die End- 
punkte einet Durchmessers dieses Kreises 
in jenen Geraden liegen, und dafs alle solche 
Dnrchmesaoc des einen oder andern Systems 
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▼OD KreUen, fflr sich genamneii«' fb üloem 

filcichseitisea hyperbolischen Paraboloid 

Ucgen"*).. .. . . ; . ; .... 

8) mZw«! eheae Strahl- 9>.,ZvreiEbeneiibiltdl^lA, 
buschel B,B,, die ifi einem A|, die In einem Sfrahlbll* 

Strablbüschel D liegen (Ii.)* tchel D liegen, sind in An- 
sind in Ansehung ihrer xn sehnng ihrer .in ieintnder 

einander rechtwinkligen rechtwinkligen Ebenen- 
Strahlenpaareprojectiviscli pHare projectiTisch» und 
und erzeugen also einen be- erzengen also einen beson* 
sondern Kegel zweitenGra- deren Kegel zw^eiten Gra- 
des, dessen Mittelpunkt in des, dessen Mi ttel pun kt in 
D liegt, und der die Ebe- D liegt, und welcher von 
nen der Strahlbüsch el B,B^ jeder Ebene E, die zu der 
in denjenigen Stralilcn be- Axe des einen oder anderen 
rfibrt, welche zu ihrer Ehcncnbüsciiels senkrecht 
Dorclischnitlslinie senk- ist, in einem Kreise ge- 
rechtsind, in der offenbar schnitten wird, von wel- 
die ihnen entsprechenden chein die Endpunkte eines 
Strahlen vereinigt sein Durchmessers jedesmal in 
messen 38^ HO*. i^noi zwei Axen liegen.'* . 

Oller: ■ - 

4) „Dreht sich ein rech- 4) „Bewegt sich ein rech- 
ter Winkel (aa,) so um sei- ter Flä chenwin kel (««,)so, 
nen festenScheitelpunktl), dafs seineEbenen a,a^ stets 
der in der Durchschnitts- durch irgend zwei feste, 
linie irgend zweier festen sich in einem Punkte D 
Ebenen B, B, liegt, dafs schneidende. Gerade A, A, 
sich seine Schenkel a, a^ gehen» so beschreibt seine 
stets in diesen Ebenen be- Kante einen bestimmten be- 
finden* so berührt seine sonderen Kegel zweiten 
Ebene beständig einen be- Grades, dessenMittelpunkt 
stimmten besonderen Ke- jener Dnrchschnittspunkt 
gel zweiten Grades, dessen D ist, und welcher von je- 
Hittelpunkt jener feste dler ^bei^e £» di« zu der 



*) Den ersten Tbeil dieses Satxes hat Binet zuerst bewiesen, 
im zweiten Bande S. 71. der Corretpondanee »ur VRcole impMaU 
Polyteehnique, Als ich im Journal für Mathematik II. Bd. den 
Satz zum beweisen vorlegt , sind doich fia YerMhen einige £!• 
geilichaficn weggelasiea werden* 
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Scheitel D ist» ond wel- einen oder an«l4veB'* jener 
eher die zwei festen Ehe- festen Geraden senkrecht 
Bell' in denjenigen Gera- ist» in einem Kreise ge- 
dea berührt, die in ihrer schnitten wird» Ton wel* 
gegenaeitigenDnrchschnitl»* ebeu die £ndpa,i^iUe eiset 
liipie teakrecht lind.** Darcb'measers in dieeea 

... ' Geredea liegea^*). 

•Oder die letzteren Satze (3.) und (4.) lassen sieb, 
zufolge (§. 34. u. §• 48.)^ .wie folgt in sphärische Sätze 

" 5) yyirgend zwei Haupt- 5) „Irgend zwei StrahlbQ- 

kreise H, H, einer Kogel- schel 55» auf einer Kn« 

fISche sind in Ansehung ih- gelflSche sind in Ansehung 

rcr Punktenpaare, die um ihrer zu einander recUt- 

einen Quadranten vou ein- winicligen 8trahlenpaar<^ 

ander entfernt sind, pro- pro] ^-cli visch , und erzeu- 

jectivischy und erzeugen gen also einen besondern 

also einen besondern sphS- sphlirischen Kegelschnitt^ 

riscben Kegelschnitt, der der darch die Mittelpunkte 

jene Ilauptkreise in denje- S3, S3, der Strahlbüschel 

nigenPunkten berührt, wel- geht, und dessen Tangen- 

che um einen (Quadranten tcn in diesen Punkten za 

von ihren gegenseitigen dem durch diese gehenden 

Durchschnittspnnkten ab- Hauptkreise ^i^t recht-* 

stehen.** * winklig sind." ) 

II i 

f/\ . Oder; m . i ; . 

6) „Bewegt sich ein Qua- 6) ,,Bewegt sich ein sphii- 
dranl auf einer Kugel- rischer rechter Winkel (aa,) 
flüche so, dafs seine End- so, dafs seine Schenkel a, 
punkte a» Ö, stets in irgend a, stets durch irgend zwei 
zwei festen liauptkr eisen feste Punkte 55> 95< gehen, 
II, llj liegen, so berührt er so durchläuft sein Scheitel- 
beständig einen bestimm- punkt (aa,) einen bestimm- 
ten sphärischen Kegel- tcn sphSrischen Kegel- 
schnitt, der auch die festen schnitt, der durch die fe* 
Uauptkreise berührt, und sten Punkte geht und des- 
zwar in denjenigen Punk- sen Tangenten in diesen 
ten» welche in der .Mitte Punkten aaf dem durch die- 



Diesen Satz scheint Hachette zuerst bewiesen zu haben, 
Corretpoudance gur VEcole Polytwhmque toni. I, p. 179. 
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sifisellea ihrw g«ge#9eiti* Mlb«ii geliciidea Havpl» 

gea Dofclivcliittspaskleii ^kreUe tenkracl^t tiai.** Oder: 
liegen.*» Oder: »Jet derWin- »Ist die GmndliDte eine« 
, ]r«i än der Spitse eine« sphlrieclien Dreieclre der 
•pbiviseben Dreiecics der GrSfse nnd Lage nac'b gege- 
Grftfae nnd Lage nacli gege- ben» nnd Ist der Winkel an 
ben> nnd lal die Grnndli- der Spitie deaaelben ein 
nie desselbefa einQnadrant» reebter» ao iat der Ort die- 
ne berftbrt dieae In allen aer Spitse ein beatimmter 
ibren Teracbiedenen Lagen sphlriaebar Kegelschnitt» 
aUta einen beatimmlenapbi- welcber doreb die End 
riacben Kegelacbnittt der pnnbte der iPeaten Grand- 
die Scbenkel dea festen linie geht, nnd dessen Tan- 
Wlnkela in denjenigen genten in diesen Punkten 
PnnlEten berfibrt» welche in derGrondlioie senkrecht 
▼om Scheitel dea Winkela alnd.** 
nm de n Q uadranten entfernt 
aind.** 

£s folgt weiter (!•}• 

7) „Irgend zwei Gerade 9f, Sf| im Raüme 
«lud in Ansehung ihrer Punktenpaare, welche 
von irgend einem beliebigen Punkte D aoB 
unter rechten Winkeln gesehen werden, d. h^ 
nach welchen von diesem Punkte aus Strahlen- 
paare gehen, die zu einander rechtwinklig 
sind, projectivischy so dafs die Schaar Gera- 
der, welche jene Pnnktenpaare verbinden, in 
einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs 
die Ebenen aller jener rechten Winkel einen 
Kegel zweiten Grades berfihren, dessenMittel- 
punkt in dem genannten Punkte D ll^gt (§.50.y* 
Oder: 

8) „Bewegt sich ein rechter Winkel (aa,) 
so um seinen Scheitel, der in irgend einem fe- 
sten Punkte D liegt, dafs seine Schenkel a, ai 
stets irgend zwei feste Gerade 9, die nicht 
in einer Ebene liegen, schneiden; so beschreibt 
die Gerade, welche durch die jedesmaligen 
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beiden .DurchschnitUp unkte f^elit, eia einfa- 
cbes Hyperboloid, in welchem auch die zwei 

festen Geraden liegen, und so berührt die 
Ebene des bewegten Winkels stets einen be- 
stimmten Kegel zweiten Grades, dessen Mit- 
telpunkt jener feste Punkt I> ist, und welcher 
auch v,on den zwei festen Geraden fU» % be» 
rührt wird" 

'9) „Wenn bei den beiden letzten S fitzen 
(7. und 80 alle Bedingungen dieselben bleiben, 



*) Poacelei hat diesen Satz zuerst bekannt gemacht, in einem 
Memoire, welches er der Akademie der Wissenschaften za Paris 
verlegte. £r folgerte ihn aus dem obigen Satze von Binet (2). 
Die Sätze (7. und 8.) sind nämlich, auch zufolge der gegenwärti- 
gen Entwickehmg, als Gegensätze der Sütze (1. und 2.) anzusehen, 
vnd hätten als solche neben diese gestellt werden können. So 
iiefsen sicli s. B. die SStze (2. und S.), einander entg^eagesetst, 
wie folgt aossprechett: 

^Bewegt sich ein recht- „B^vregt sich ein Terla- 
wialcliger dreiflichiger derllchei rechtwinkliges 
Körperwinkcl <W|E so; dafs Dreieck M,D so, dsfs der 
die Hjpotennson-Fliche E Scheitel D dos rechten 
itetsin einer festenEbeneE Winkels stets in einem fe* 
hPoibt, wihrend die swei sten Punkte D bleibt, wih- 
ihrigen Seitenflichen a, «| rend die swei ftbrigenEckon 
• ich an Irgend swei feslo a»a, sich llngs irgend swei 
Gerade A, A| drehen, so he- festen Geraden 9i, 9l| fort- 
schreibt die Kante a^ des* bewegen, so beschreiht die 
reehlon WInkols Qaa^) ein Hypotenase M, ein einfa^ 
oiafaches Hyperboloid« ia chos Hyperboloid, la wel- 
welchem auch die swei fe- ehern aaeh die swei festen 
•tea6eradeaA,A| liegen» and Geraden 9> liegen, and 
so darchliaft der Sche.itel so bewegt sich dio Ebeae' 
des Ktirperwiakols* einen des Dreiecks als Berfih- 
beotimmton Kegelschnitt» raagsebeno eiaes bestlmm- 
almlich den gegenseitigen ten Kegels sweiteuGradesb 
Darehschailt der festea aimlich des Berfthraagske* 
Ebeae B aad des Hyper- gels ans deai Pankte D aa 
bololds.** das Byperbolold.** 
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aar dafs die gegebenen festen Geraden 9(» 9I| 
in' einer Ebene £ liegen sollen, so bleiben 
auch die Folgerungen die nämlichen, aufser 
daCs alsdann an die Stelle des einfachen Hy- 
perboloide irgend ein K^geUcliniU tritt, der 
durch die Geraden erzeugt wird, also in ihrer 
Ebene liegt, und durch welchen der genannte 
Kegel D gehl.^ „Und wenn ferner inabeBon- 
dere der festePnnkt J>80 liegt, dafa der Strahl, 
welcher ihn mit dem D urchschnittspankte der 
festen Geraden Sl, 9(i verbindet, zu den bei- 
den letzteren senkrecht ist, so ist alsdann der 
genannte Kegelschnitt eine Hyperbel, welche* 
die Geraden 81, 9(i zu Asymptoten hat." Die 
Richtigkeit des letzten Falles folgt, wie man leicht be- 
merken wird, daraus, dafs die unendlich entfernten 
Punkte der Geraden ^, 81i offenbar den in ihrem ge- 
genseitigen Durchschnitte vereinigten Punkten entspre- 
chen ( §. 40, I. ). Auch kann dieser Fall dadurch 
aus dem obigen Satze (4, links) gefolgert werden, dafs 
man die dort genannten Ebenen B, Bi durch eine 
solche dritte Ebene E schneidet, welche zu ihrer 
Durchschnittslinie senkrecht ist, und welche mitbin mit 
denjenigen beiden Strahlen, in welchen jene Ebenen 
von dem daselbst genannten Kegel D berührt werden, 
parallel ist (§. 36, III). 

10) „Steht die Axe eines Ebenenbüschels 
A auf der Ebene eines ebenen Strahlbüschels 
B| senkrecht, so sind beide Gebilde in Anse- 
hung ihrer zu einander rechtwinkligen Eie- 
mentenpaare projectlVisch(g.) und erzeugen ei- 
nen Kreis, welcher in der Ebene des Strahl- 
bUschels liegt, und den Abstand des Punktes 
B, in welchem jene Axe A diese Ebene trifft 
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vom Mittelpunkte Bi des StrahlbfiBchela, zum 
Durchmesser hat/' 

Da dmdi drei Paar enlspreehende Elemente die 
projectivische Beziehung zweier Gebilde bestimmt ist, 
so folgen aus den obigen Sätzen (1, % 5, 7 und lü.)» 
doidi Umkehrong, die nachstebcndeD: 

11) a) ,,Sobald bei zwei pro)ectivischen6e« 
bilden — seien es 1) zwei Ebenenbüschel 
Ai, deren Azen in einer Ebene liegen mdgea 
(3.) oder nicht (1.); oder 2) zwei ebene StrakL- 
büschei B, Bi die in einer Ebene £ (L) oder in 
einemStrahlbtischelD(8.) liegen; oder 3} zwei 
sphärische Hanptkreise H,Hi (5.^; oder 4) zwei 
sphärische Strahlbüschei fQ, S3i (5.)« oder end- 
lich 5) ein Ebenenbflschel A und ein ebener 
Strahlbllsehel Bi (10.) — irgend drei entspre» 
chcnde Elementenpaare zu einander recht- 
winklig sind, so sind je zwei der abri^en ent- 
sprechenden Elemente ebenfalls zu einander 
rechtwinklig;" und b) ,,Sobald bei zwei projcc- 
tivischen Geraden äl» 9(t (7.) irgend drei Paar 
entsprechendePunkte von irgend einemPunk- 
teD aus unter rechten Winkeln gesehen wer- 
den» so findet für jedes der übrigen Paare 
entsprechender Punkte ein Gleiches statt»" 
Und daraus folgt weiter: 

12) a) „Dafs bei zwei beliebig liegenden 
projectivischen Gebilden — von der Art» wia 
sie so eben genannt worden (11, a.)> ausgenom- 
men der fünfte Eall — im Allgemeinen und 
höchstens nur zwei Paar entsprechende Ele- 
mente zu einander rechtwinklig sind, nSmlieh 
CS sind entweder zwei, oder nur ein, oder gar 
kein Paar zu einander rechtwinklig, eben so^ 

wie 
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-wie bei zwei proj^ctivisch^n Gebild0B9 wenn 
8ie in- oder aafeinandar liegen, ent sprechend« 
Elementenpaare zusammenfallen;*' und b)„da£8 
bei xwei beliebif^ liegenden projeetiTischeii 
Geraden tl, Vi Ton Irgend einem beliebigen 
Punkte aus» gleicherweise enti^eder zwei oder 
nnr ein» oder gar kein P«ar entsprechende 
Punkte nnter rechten Winkeln gesehen wer- 
den." Und zwar sind die erwähnten Element enpa^^^e 
wie folgt leicht «u finden« Sind z. B« zwei beliebig 
liegende projectivische Ebenenbflsdiel gegeben, 
so denke man sich einen solchen dritten Ebenenbüscbei 
As» der^mit A| einerlei Axe bat, und. der mit A in 
Aneehimg ftrer zn einander reditwinUigen Ebenen- 
paare projectivisch ist (1.)/ so sind alsdann auch Ai 
nnd As projectiTisch» und so viele entsprechende £le« 
mentedpaare der letzteren zusammenfallen» eben so 
viele entsprechende Elementenpaare von A, Ai müssen 
offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten 
entsprechenden ElementenpiMire von Ai» Ag werden 
aber nach (§. 31, III.) gefunden« Bei den übrigen Paa- 
ren von Gebilden ist "die Lösung äbulich. 

JMe obigen SStze. (% 4 nnd 6«) können unter an« 
dem in folgende GrenzfftOe übergehen: 

13) „Wenn nämlich in (2.) und in (4.) die 
gegebenen festen Geraden A^ Ai zu einander 
rech^winkIig sind (bei (2.) der Richtung nach)^ 
so treten offenbar an die Stelle sowohl des 
einfachenHyperboloids (2.) als des Kegels (4.X 
zwei Ebenen» wovon jede durch eine der bei- 
den festen Geraden gebt und zu der jedesma- 
Ilgen andern senkrecht ist» und die daher auch 
zu einander senkrecht sind; d* h.» sollen die 
Seitenflftchen a, eines rechten Flächenwin« 

.15 
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kels (acTj) durch )eiie zwei zu einander recht- 
winkligen festen Geraden A, A, gehen, so ist 
der Ort seiner Kante a, auf die zwei genano- 
tenEbenen beschränkt. Und wenn in (4 links) 
die gegebenen festen Ebenen Di zu einan- 
der rechtwinklig sind, so reduzirt sich der da- 
selbst genannte Kegel auf diejenigen Geraden, 
in welchen er zuvor jene Ebenen berührte, 
odef vielmehr geht die Kegelflücbe in die 
Fläche des durch diese Geraden eingeschlos- 
senen Winkels über; denn alsdann ist jede 
von diesen zwei genannten Geraden zu allen 
Geraden in der andern Ebene senkrecht. Aeho- 
liches folgt für die sphärischen Sätze (6.)." 

14) „Zwei gegebene projectivische Gebilde^ 
nämlich entweder a) zwei Ebenenbüschel A,Ai, 
oder ß) zwei ebene Strahlbüschel B, B|, so xa 
legen, dafs ihre entsprechenden Elementen- 
paare zu einander rechtwinklig sind; und fer- 
ner: y) wenn zwei projectivische Gerade 
in beliebiger schiefer Lage im Räume gege- 
ben sind, denjenigen Punk^ D zu finden, von 
welchem aus ihre entsprechenden Punkten- 
paare unter rechten Winkeln gesehen werden." 

Auflösung, a) Man halte den einen EbenenbQ- 
schel, etwa A, in seiner gegebenen Lage fest, und fälle 
aus einem beliebigen Punkte Bi Lothe auf seine Ebe- 
nen, so dafs ein ebener Slrahlbüschci B, entsteht, wel- 
cher mit dem Ebenenbüschel A (10.), und mithin auch 
mit dem Ebenenbüschel A,, projectivisch ist. Sodann 
kommt es nur darauf an, den Ebeuenbüschel Ai so zu 
legen, dafs er mit dem festen Strahlbüschel Bi per- 
spectivisch ist. Man suche zu diesem Endzweck die 
Schenkel Si, U und Seilenflächen n der entspre- 
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eilenden rechten Winkel der beiden Gebilde B,, A| 
(§. 30, VI.). Da die StraMfen Si, ti, der Voraussetzung 
gcmSfs, fest sind, so ist ' der Ort der Kante Ai des 
rechten Flächenwinkels ((Ti Ti), wenn seine Flächen 
durch ]cne Strahlen gehen sollen, auf diejenigen zwei 
Ebenen S, T beschränkt, welche durch Si, fj gehen 
nnd beziehlich zu t,, 6| senkrecht sind (13.)- Sind 
ferner ai, ßi irgend zwei andere zu einander rechtwink- 
lige Ebenen des Ebenenbüschels Ai, und sind ai, bi 
die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbüschel B|, 
so ist der Ort der Kante A| des rechten Flächenwin- 
kels (ccxßi)y wenn seine Flächen durch jene Strahlen 
gehen sollen, auf eine besondere Kegelfläche K zwei- 
ten Grades beschränkt (4.), welche durch die Strahlen 
ai, bi geht, und die daher uothwendiger Weise von 
der einen oder andern der vorigen Ortsebenen S, T 
in irgend zwei Strahlen jA, *A geschnitten wird, in 
denen allein die Kanten der zwei genannten Flächen- 
winkel {px^{)> i^ißi) zusammentreffen können, und in 
denen folglich allein die Axe Ai liegen kann, um der 
Aufgabe zu genügen, d. b., um damit der Ebenenbü- 
schel Ai mit dem festen Strahlbüschel Bi perspectivisch 
sei. Um die genannten Strahlen lA, 'A in der That 
zu finden, kann man danach z. B. wie folgt verfahren. 
Es stelle ("Fig. 51.) das Papier die Ebene des Strahl- 
büschels Bi vor, wo man sich also die Ebenen S, T 
durch die Strahlen 8,, ti und senkrecht auf jener Ebene 
zu denken hat. Da die genannten zwei rechtwinkligen 
Ebeneopaare Oi und t,, «, und ßi des Ebcnenbüschels 
Ai nolhwendiger Weise abwechselnd aufeinander fol- 
gen, etwa in der Ordnung a,, Tj, so müssen 
auch die ihnen entsprechenden Strahlcnpaare Si und ti, 
ai und bi im Strahlbüschel Bi abwechselnd aufeinan- 
der folgen, nnd zwar nach der Ordnung Si, ai, t,, b| 

15* 
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(§. 29, II.)- Da ferner der genannte Kegel K von je- 
der Ebene E, welche zu einfpi der zwei Strahlen ai, bi 
senkrecht ißt, in einem Kreise geschnitten wird, wovon 
die Endpunkte eines Durchmessers in diesen Strahlen 
liegen (4. rechts), so ist also jede Gerade a 6, die man 
»wischen diesen Strahlen und z. B. auf at senkrehl 
zieht, ein solcher Durchmesser, der nothwendiger Weise 
jedesmal einen der zwei andern Strahlen Si, ti, hier ti, 
schneiden muCs; über diesem Durchmesser beschreibe 
man sofort in der zugehörigen Ebene E, welche die 
Ebene T in einer Geraden itt^a schneidet, den genann- 
ten Kreis, so wird dieser jener Geraden itt'a in zwei 
Punkten iC, *a begegnen, durch welche die verlangten 
Strahlen lA, *A gehen. (Man könnte übrigens auch 
über demselben Durchmesser in der Ebene der Figur 
einen Kreis beschreiben, und hier die Länge der Ab- 
schnitte lat, *at, so wie die Winkel, welche dieSlrab- 
len lA, *A mit dem Strahle ti einschliefsen, oder mit 
einem Wort, die Dreiecke, atBi, MtBi finden, wie 
leicht zu sehen ist). Hat man auf vorstehende Weise 
zwei besümmte Lagen lA, *A für die Axe Ai gefun- 
den, so kennt man zugleich alle möglichen Lagen der- 
selben, indem sie aus jenen dadurch, und nur dadurch, 
in andere, ihr zukommende, Lagen übergehen kann, 
VFcnn sie mit sich selbst parallel fortbewegt wird. E» 
ist daher, wenn die Lage der Axe A irgendwo fest 
angenommen wird, die Lage, oder der Ort, der Axe 
A, nicht beschränkt, sondern nur ihre Richtung, und 
rwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen 
^A, 'A beschränkt. Die Axe Ai kann daher auch in 
solche Lage gebracht werden, wo sie jene andere Axe 
schneidet, und wo alsdann die Strahlbüschel A, Ai den 
mehrerwähnten besondern Kegel erzeugen. — Wenn 
insbesondere die gegebenen Ebenenbüschel A, A| gleich 



Digitized by Google 



53. Besondert Fälle. 229 

sind, 80 fallen, wie leicht m sehen, die awei Strahlen 
i\, in einen einzigen zusammen, welcher zu der 
Ebene «des Strahlbttsoheb B| senkrecht Ist» so. dab 
alsdann die Axen A, A| der £benenbflsehel fNnraHd 
werden/ und w6 alsdann letztere den sogenannten 
genden Cylinder eraengen. 

ß) Ans den obigen Sifien (3 ond 4, Bnks) folgt 
zaf Orderst, dafs, um die gegebenen Strahlbüschel 
In dia verlangte Lage sa bringen, von d^n Schenkeln 
ihrer entsprechenden rechten Winkel (st), (sitj) (§. 9,11.) 
xwei ungleichnamige, also entweder s und t|, oder t 
imd Sil Tereiniget werden mOssen. Ist dieses geschehen» 
und zwar so, dafs zugleich die Mittelpunkte derStndil- 
büschel zusammenfallen (in D), so ist sofort nur noch 
nötbig den letzteren solche Lage zu geben» d« h.» ihre 
Ebenen so gegen einander zu neigen, dafs irgend du 
Paar andere entspreclicnde Strahlen derselben, etwa a 
und dl» zu einander rechtwinklig sind» denn alsdann sind 
drei Paar entsprechende Strahlen s und Si» t und tu 
a und at. zu einander rechtwinklig, und folglich die 
Aufgabe gelöst (11.), Allein bei genauer Untersuchung 
dieses Verfahrens gewahrt man bald» dafs von jenen 
ungleichnamigen Strahlenpaaren nicht fedes, sondern 
nur eins von beiden, vereiniget werden darf» und zwar 
verhält es sieh damit wie folgt Von äen zwei Win- 
kelsummen (as) + (a^ti) und (at) + (aisO ist nSmlich, 
im Allgemeinen» die eine grüfser und die andere 
kleiner als eui rechter Winkel» weil beide Snnnnen 
zusammen zwei rechte betragen, diejenige Sttmme nun, 
welche gröfser ist» enthält jedesmal die zwei Strahlen» 
welche allein vereiniget werden dürfen. Durch die 
wirkliche AnflOsnng wird diets, wie folgt, klar darge- 
Ihan. Es sei z. B. die Summe (at) + (a, Si) > R, so 
. lege man die Stiahlbiischel so» dafs sowohl ihre Mittel*' 
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pmkta B, Bi, 9h dM SmUea tondsi veranigil «M. 
Vnrdl sodann die Lage dei einen SiralilMtcliels» etwa 

die deg B, als fest aogenouimen« (Fig. 52.) > so kann 
der an d ere Bt aeine Lage nnr nodi dedurcli iadeni, 
dab er ai«di im den gemeinaelMAÜchett festen Strahl te| 

herumbewegt, wobei der Strahl Bg offenbar einen (ge- 
raden) 1L9§d iweilen Gimdes beschreihti es aoU aber 
dfejenige Lage dieses Strahls gefunden werden^ wn er 

zu seinem entsprechenden Strahle a rechtwinklig ist, 
für diesen Fall mob er also auch m der Ebene £ Ue- 
geUt weldie im Punkte B anf dem Strahle a scnkreeht 
steht, und die also durch den zu a rechtwinkligen 
Strahl e geht, folglich ktonen nur diejenigen znü 
Strahlen ta, ^a, in welchen diese £bene £ jenen Kegd 
schneidet, die gesuchte Lage des Strahles a, darstellen, 
wodurch foforC auch die Lage des SirahlbtischeU B|» 
in der dieser allein der Aufgabe genügt, bestimmt ist 
Wie die Strahlcu ^a, 'a in der That zu koustruiren 
sind, ist nach diesen Angaben leicht m sehen. Auch 
eidit man letity warum die A«flös«m wunOgllch wird, 
Wten (at) + (aiSi) < R ist, weil nämlich alsdann 
Winkel (aiSi) < (et), so dafs folglich die Ebene £ 
den durch, at beschriebenen Kegel nicht In xwei Slnh> 
len schneiden kann. — Wenn insbesondere die StraMbtt- 
achel B> JB| gleich sind, so berührt die Ebeue E den 
genannten Kegel, weil dann Winkel (et) as (aiSg)» so 
dUa beide Strahlen la, ^a mit e «usammenhllen, und 
so dafs alsdann auch die Ebenen der Strahibüschei auf- 
eiaand^ fallen, in diesem FaUe kanneii aber die 
Strahlbaschel mnA in solcher Lage der Anlji^alie genfl« 
geUi in der sie anfangs oben (1.) beli^chtet worcien, 
,wo sie ahdann einen Kreis erxmigea. Käme es der- 
aol an, die Strahlbtlschel so tvt legen , dafe ihre ent- 
sprechenden Strahlen blofs der Richtung nach zu ein- 
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ander redilwiiiÜig wirmi, msm %. B. iiirellitfdl|Hnikfev 

in fester Lage gegeben wäreo o. 8. w., so dürfte man 
^ur eben so verfahreD, ivie TorfaiUy und sodann deu 
Strahlbllsdiel Bi so legen, dab er tnk .«idi selbst pa- 
rallel wSre nnd aufserdem jenen übrigen gegebenen 
Bedingungen genügte. 

/) Matt beschreibe Über irgend drei Pro)eolions- 
strablen der gegebenen Geraden ^, ^(i, el^a über aau 
bbit Ct^y als Durchmesser genoininen» Kugelilächen, . 
weiche sich, im AllgemeineDt in irgend zwei Punkten 

Dl schneiden werden, von denen offenbar jeder ' 
der Aufgabe genügt (11, b.). Schneiden sich die drei 
Kngelflichen nidit xnsamnien in zwei Ponliten (oder 
berübren einander wenigstens in einem Punkt), sa ist 
die Aufgabe für die. gegebene Lüge der Geraden % 
munOglicfa, sie kann aber, woiem efaie Aendemng 
dieser Lage gestattet wird, lelcbt mOglith gemadit 
weiden. 

Es ist hierbei noch 2o bemerken, dals jede der 
zwei olligen Auflösungen (a.), (ßJ) aueb auf* die andere 

zurückgeführt werden kann (b.), und dafs ferner auch 
die ihnen entsprechenden sphttrisehen Aufgaben sich auf 
Ähnliche Weise lösen lassen. ^ 

Durch die erste Auflösung (rr.) ist auch zugleich 
die folgende, zu (§.300 nachträgliche, Aufgabe gelöst: 

15) „Zwei *pro)ectiTische Gebilde A|, Bt, 
* nämli ch einen Eben enbüschel und einen ebenen 
Strahlbüschel, die in beliebig schiefer Lage 
gegeben sind, in perspectivische Lage zu 
bringen.** 

Wie die genannte Auflösung zeigt, kommen dieser 
Aufgabe, im AUg^meinol, zwei Auflösungen zu, d. h., 
wird die Lage des dnen Gebildes als fest angenommea^ 



Digitized by Google 



2^ JCrxeagniifc pro|eeti?iacber Gcbüde« ^ 

§0 kann das andere in iwei vevaduedenen Lag^ der 
Aalgabe genügen» 

In Bezug auf die oben betrachteten besondem £r- 
zeuga\fise projectiviscber Gebilde, deren entsprechende 
Elemente %u einander recbtwinUig mdf ist endUcb 
noch zu bemerken, dafs sie bei gewissen Untersuchun- 
gen Räume und auf der KugeUläche) ähnliche Hülfe 
leisen, wie man sin vom Kreife, TermOge seiiiMr in 
(1.) angegebenen Eigenad^aft, allgemein m benntzen 
gewohnt ist, und was 7^ B* auch schon bei der roraUi- 
benden AnflOsnog (ß,) zo. sehen ist Defshalb mg In 
Binricht des besondem einfachen Hyperboloids (1, 2.) 
und des besondern Kegels zweiten Grades (3, 4, rechts} 
bser noch insbesondere erinnert werden; »Dafs diese 
Figuren, vor den Qbrigen ihrer Art, daran an 
erkennen sind, dafs jeder Kreisschnitt in ih- 
nen 3LU einem ihrer Strahlen senkrecht ist.ond 

* 

dafs sie daher unter andern wie folgt, ber 

stimmt und erzeugt werden (§. 51, IV, 9.): 

16) „Das genannte ;besondere einfache UjT* 

perboiold wird bestimmt und eraeugt: 

a) wenn irgend ein Kreis K und zwei ihn 
schneidende Gerade A, A|, . woTon die 
eine A senkrecht und die andere At be- 
liebig schief auf seiner Ebene stebt, und 
welche Geralden sich nicht schneiden, ge- 
geben sind; nämlieh bewegt sieb alsdann 
eine dritte Gerade a so, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, Ag 
schneidet, so beschreibt sie die genannte 
FlSche; odert 
bj wenn irgend zwei feste Gerade A, Aj, die 
nicht in einer Ebene liegen, gegeben sind» 
und ein ▼erSnderlicber Kreis K sieb so 
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'. bewegt, dafs eeise Ebene stets %n der et» 

nen Geraden A senkrecht ist^ und dafs 
stets die Endpunkte eines Darchmessera , 
desselben in den «wei festen Geraden Hei 
gen, so beschreibt er die genannte Flä» 
che." Und« ^ ' 

17) „Wenn irg.end ein Kreis K und irgend 
eine ihn schneidende nnd auf seiner Ebentf 
senkrecht stehende Gerade A gegeben sind^ 
so.w4rd dareh jeden Punkt D in der Geradenr 
und durch den Kreis der genannte besondere 
Kegel erzeugt, d* h., so ist der Kegel, welcher 
durch den Kreis gebt und Jenen Punkt D zum 
Mittelpunkt bat, ein solcher besonderer 
Kegel." V 

IlL An die vorstehende Reihe ron Sätzen hatten 
fast nnnuttelbar noch mehrere andere Sätze angeschlos* 
sen werden können, wovon ich einige im Anhange auf- 
stellen werde, Bier soll nur noch ein eigentbOiiilicher 
Fall (I.), der mit einer EfaischrSnkung schon in der 
vorigen Betrachtung (II, h.) vorkam, Platz finden. 

Fället man nämlich aus einem beliebigen Punkte 

O Lothe auf die Ebenen i», , cri, ^^^y...., 

irgend zweier beliebig schief liegender projectivischer 
Ebenenbüschel A, Ai, so bilden dieselben zwei ebene 
' Strahlbfischel B^Bi, welche beziehlich mit den Ebenen- 
büscheln A, A| (II, g.), und folglich auch unter sich, 
projectivisch sind, und welche somit , im Allgemeinen, 
einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittel- > • 
punkt I) ist. Ferner folgt, dafs die Ebene irgend zweier 
entsprechender Strahlen (Lothe) der Strablbüschel B, Bt, 
wie z. B. die Ebene (aai) der Strahlen a, a„ zu der 
Dnrcbschnittslinie a, der diesen Strahlen entsprechenden 
Ebenen der Ebenenbüscbel Ai senkrecht ist. 
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Wird mMkk nodi crfanM, Ms dte BkadMlNiMM 

A, Ai, da sie sich in schiefer Lage befinden, im Allge- 
ndBCDt tatweder ein einkches Hyperboloid oder eioeB 
Kegel twiiliefl Gndei etiengen^ so Mgen imm&- 
stehende SKtzc: 

1) ^Aiie Ebenen [(aai)], welche dareb einen 
beliebigen festen Pottkt D febeti» and wovoa 

^ede zu irgend einem Strahle (a,) eines einfa* 
chen Hyperboloids [AAi] senkrecht ist, um- 
bollen Irgend einen Kegel D tweltHlr Grades.* 

2) ,,Flllet man atts irgend 3) nLegel mah Jsrek ir- 
cin«ni Punkte D, (Dnrcb- fsnd elnenPnnkt D Ebenen, 
achnitt der Axen A, A|) welche anf den Strahlen 
Lothe anf die Berfihrnnga- elnea gegebenen Kegele 
ebenen elnea gegebenenKe- [AA,] sWeltcnGradea recht- 
gela D tweiten Gradea, ao winklig atehen» ao nmhül- 
liegen aie in einer andern len nndber&hren sieirgend 
KegelflXche [AA,'J Ton dem» einen andern Kegel D von 
selben Grade"*). demselben Grade'*«). 



Zoaammengeaetztere Sfitze und Aufgaben. 

54. Die in den vorhergehenden Paragraphen (§• 50 
— 53.) entwickelten Eigenschaften beliebig schief lie- 
gender projecliviscber Gebilde und deren Erzeugnisse 
führen» durch Wiederholung und Verbindung, zu zu« 
sanunengesetzteren Slltien, ttnd iwar sind sie sehr da« 
zu geeignet, eine Menge vonAtifgabcn leickt zu lösen, 
viele Sülze einfach zu beweisen, den inneren Zusam* 
laenhang von Porismeti klar darzustellen, so wie end- 
lich auch die Abhängigkeit gewisser Systeme ungleich- 
artiger Figuren von einander zu begründen, und die 



*) Dirsoii Satz, nebst einigen mit ihm zusaiuinenhiingenden 
Eigensclioricn , habe ich zuerst bei einer Gelt^enheii im Jonrn. £ 
i^laihero. Bd. II, Heft III. auageaprocben. 
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Gesetio fQr dtt Uebertragung der Eigenschaften dcd 
einen Systems auf das andere nachzuweisen. Einige 
paetende Beispiele werden ]iinreidiend eein^ nm dieses 
•Hei ine Klare w setien. Uk mnti jedech benerkes, 
dafs man Ibier auf ähnliche Weise, wie frOher (§. 19 — 
25.)t (§. 41 43.) und (§. 4^.). zu Werke gehen 
. kltainte> Bimlich dorek stufenweise Verbindung d^ Ge- 
bilde und mit genauer Oekonomie, alle verschiedenen 
Reihenfolgen von Sätzen ünd Aufgaben zn entwickeln« 
Mehrere hierhni gehörige Satze und Autgaben werde 
ich im Anhange, zur Selbstübung, aufstellen. 

Zum Behufe einiger niMMilgender Sfttze und 

Aufgaben, so wie zur Erleichterung für alle späteren 
älulicben Betrachtungen» sollen hier vorerst einige Er- 
klärungen festgestellt werden» welche als Ergänzung 
oder' als Erweiterung sich an die obigen Erfilärungen 
(§. 19.) anschliefsen , und welche eigentlich schon frü- 
her (§• 32»^ oder §. 33.) ihre Stelle hätten finden kdn- 
neu. Aehnllcherweise nämlich, wie in (§. 19.) die Fi- 
guren in der Ebene erklärt und in ihrer Vollständig- 
keit aofgefaCst worden sind» sollen hier Figuren» im 
Allgemeinen, mögen sie in efner Ebene E, 6dtt in ei^ 
nem Strahlbüschel D , oder im Räume überhaupt liegen, 
erklärt und aufgefatst werden» und zwar wie folgt4 

Irgend n Ebenen, die als za- Ii^end n Punkte, die als zu> 
Baminengehürend ins Aag gefafst saminengeliörend ins Aug gefnrst 
werden, sollen fortan „rollst an- ncrden, sollen fortan „vollstän- 
diges n Flach" heifs^n, nSin- diges n Eck" lieifsen, nämlich 
lieh die Ebenen sollen seine Fiä- die Punkte sollen seine Ecken 
' eben und die Geraden, in de- und die Geraden, in denen sie 
nen sie sieb paanveise schneiden, paarweise liegen, sollen seine 
Bollen seine Kanten genannt Seiten genannt werden; es hat 
werden; es hat also im Gaiuen also im G;inzen J n (n-1) Seiten. 
•5 n (n-l") Kanten. Ferner sol- Ferner sollen die n Punkte, wenn 
len die n Ebenen, wenn sie in ir- sie in irgend einer bestimmten 
geod einer bestimmtea Aii£eiiiMi> Aufeia— dcffolge iNi%eijiIat wes* 



• 
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itMgtmdgAht werdea, wobei tfen» wobei ntaldk dar «nie ab 
idtonlkb die enle ek eof die auf denlelilea (nten) folgciid mt 
letite (nie) folgend eageeehen geeehen wird, „einfaekee a 
wird» „emfaehea n Flaeli^' Eek^ heileen, mid mar aeOea 
liettMB, «ad iwar 'aoUea aar el* anr-aBeiB die CSeraden, ia denea 
leia die Geraden, In deaea eldi die aaadttelbar aafibaader ibk 
die naaiitudbar aafeiaeader |bU geaden Puakte paarweise liegen, 
gendea Ebeaea adiaeideB« Kaa« Seilea deaaelbea geaaaBt wer- 
fen desaeftea geaamil werdea; den; das ▼ollstfindige n Eck nni« 

dae wdktfindige n Flaeb aaifalet &l«t also 3. 4, 5 n einfache j 

also 3. 4* 5,.,...n einfache n a Ecke (.^. 25, Note). Endlich 
Flach (§. 25, Note). Endlich aoU abll daa Tollsiändige n Eck, 80 
das vollstlndige n Flach» ao wie wie jedes einfache n Eck „in ' 
jedes einfache n Flach, ,,im derEbene*' oder „im Kaame^* 
' Strahlbuschel** oder „im beifsen, je nachdem seine n Ecken 
Kaume** heifsen, je nachdem sSmmtHch in einer i/nd derselben , 
seine n Flächen sSnuntlich durch Ebene £ liegen oder nicht Wena | 
einen nn^ denselben Punkt D ge- übrigens in der Folge die unvoll- j 
^en oder nicht. Wenn übrigens ständigen BenenHungen: „n Eck*', j 
In der Folge die nnvoUständigen „n Eck im Kauai,c*' gebraucht ' 
Benennungen: „n Flach/' „n werden, so soll darunter bezieh- 
Flach im Räume" gebraucht lieh: „einfaches nEck in der 
werden, so soll darunter bezieh- Ebene," ^einfaches nEck im 
lieh: ,,einfaches n Flach im Räume**- Teratondea werd^ 
Strahlbüschel,** „einfa ches , 
n Flach im Raame'* verstan» 
dea werden« ' ^ 

Auch ist m bemerken» dab ein »»einfaches n 

Flach im Räume" zugleich als „einfaches n Eck 
im Kaume'' oder als „einfaciies n Kaut oder n 
Seit im Kanme* aufjgefaÜBt werden kann» so dafis also 
derselben Figur jeder von diesen vier Namen beigelegt 
. werden kann» je nachdem es den Umständen angemes- 
sen ist; und zwar sind diese Namen einander derfestatt 
paarweise zugeordnet» daCi man z. B.» wie oben ge- 
schehen» sagt: das einfache n Flach im Haume habe n i 
Kanten» und das einfache n£ck im Räume habe nSei* 
ten» nnd auch umgekehrt; d« h.» es sind die Namen 
Fläche und Kante, so wie Ecke und Seite 
sich einander zugeordnet. 
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. . . FatM isl Ober & Seil und a XaaC lUH^k fa^ 
n bcnierkent 

' . ■» 

Irgend a Clmtle io einer trgenil n StnUett >la eineni 
EbcneE MMMMBgefaiil, heibea StoiMhiiAd II mtmiMMgaflifai^ 
MTolUtittdi§«t nSeit isd^r MUen t^Tollatlndigea a Kant 
£beae*> (f. la) Im Stralilbtteliel'* MÜMa. 

Bas yoUsUUidlge n Kant sieht also dem ▼oUstfin- 
digen n Flach im StraUbfischel D ihiiUdierweise entge^ 

gen, wie das vollständige n Eck dem vollständigen n 
Seit in der Ebene £ (§• 19.); denn wird, der Strahl* 
bllichel D der Ebene E ^tgeg^esteilty so entspricht 
das genannte n Kant dem uJLck und das n Flach dem 
n Seit (§. 33.). 

Es giebt Diir eiBfachfi n Seit imd n Kant im 
Räume, aber keine vollständige, es sei denn, dafs 
man irgend n Gerade im Baume (ivovon keine zwei 
In einer Ebene liegen) so nennen wolle; allein da zfioU 
sehen solchen Geraden keine oniliiltelbare Verbindung 
stattfindet, so möchte diese Benennung unp^s^ei^d sein« 

56. Zu den obenerwähnten Beispielen (§. 54.) ge« 
bdrien ann lunachst die folgenden ausgedehnten Sttlxe 
(Poiismen) und Ao%aben» * 

' ly „Weaa im fiisame It* 1) „^saa im ftaams ir- 
gend eias Aaiahl a belle- gead eifle AfliaCI. a belieb 

bfge Gerade 9. 9«, 9^$ » bige Gerade 9^ Htt Htt'***«*» 

flif^i9 aad detgleicbea eiae 9^^, aad detgleichea eiae 
eadere» am eiaa gerlagare» «ädere, am eiaa geringere^ • 
Aaiahl a-1 beliebige Ge- Aasahl a*l lieliebige Ge- 
rade A, Äff Ag9 9 An^ rede A, A|f A«» 

geg'ebea siad, wovoa we- gegebea siad>weToa weder 
der bei jeaea» aeeh bei bei feaeib aeeh bei dleeei^ 
diesea, keiae iwei ia eiaer kej|ie swel ia elaer Ebeae 
Ebeae liegea, aad weaa a Uegea, aad weaa a Paakte 

£b eaea e» e^, «a»!» ^j>As» > die derjtei-' 

die der Reihe i^aeh darch he nseh ia ieaea erstea n 



* 
« 
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leae eriten n Geraden ge- Geraden Hegen, sicli so be» 
hen, sich so bewegen» dafs wegen, dafs die Geraden» 
dieDnrcYischniitslinien der welche durch die nnmittel- 
»ach dcrReihe unmittelbar bar anfeiaandep MgeBdca 
*«l0Uiaa«l«r folgenden £be> Pnnktenpaare gehen» alt« 
nenpaare, also die a*l die a-l Geraden M^, A, 

DarehschaiUsliaiea > ü^a^t , K-s^n-i^^^^^ dar 

«ittgi a2a3,«..f., (t..2a„.t> nach Qrdnnng beziehlich jene n-1 
der Ordnnng beziehlich }a> andern fetten Ge.radea 
Bia andern n-1 fetten Gera- schneiden, so beschreifci 
lleii tehaeiden,»o besehreibf nicht allein jede dieaa? 
i^ieht allein jede dieter fchaeideaden Geraden,8oa- 
Da^tehtchnittslioien, son- dem so besebreibt jede der 
dem so beschreibt jede der ^n(a«l^ Geraden, la Ufel» 

}n (n^l) Durcbschnittali«! eJfk%% die n.Paakla paat^ 
aien, in welehea die B£be- weise genommen, liegen» 
aen im Gaaaen einander ein einfaehes Hyperboloid, 
paarweise sehneiden, ein weichet anch dareh diejc- 
e(aCac|^e« Qjrperbole|d# |«.aigenawci festen Geraden 
weichem anch die tvftl fe* geht, in welchen fich die 
sten Geraden liegen» um jedetmaligea Bwei Pnaltte 
die sich die jedesmaligen bewegen.** 
ftWi»! Mff9iB'dr«ben.ü L 

Die Richtigkeit dieser Sfttze folgt ohne Schwieng- 
kcü Alt obigea. FoDcbniealalilltieii (§. 51» IV.). 
Auch i0t leichl zu sehen» dafs und wie diese Satze, in 
gewissem Sinne, die früheren Sit^ (§• 47, L nml II.) 
nU besondere FftUe qiiiCmscd» and daCi ihr Beweis den 
der let7;tern ähnlich ist« Aufserdcin umfassen sie s^hi 
viele andere besondere Fälle, nie i» B. die naei- 
atebenden» 

2) „Wenn im Ranrae ein 2) „Wenn im Ranme ein 

beliebiges nKantSl9,Sr, hellebiget nSeit AA^A 

and irgend n-l KegeL A^^ nnd irgend n-1 Kegel- 

fliehen Sten Grades [MJ, tehnitfe [AAJ, [A,,As], 

tVt^f]« ^K.2%k.ih CA^A,.J, welche naeh der 

ehe naebder Reihe desa-V Reihe den n-I eitlen Wln- 
ertlen Kantenwinkel (M^X kein (AA«>^ (AfA,)» 

ffLA.t) ■ (A«.f Aa.,) det n.Selta einge- ^ 
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Kants umschriebet! sind*)« 
gegeben sind, und wenn 
ein veränderliches ^infii- 

ehes n Flach «(^,^2 «n-i* 

sich so bewegt» dn^s seine 

Fischen a» » «„.ti nach 

der Reihe «ich um die Kan- 
ten 21, 21,, 31n-i jenes n 

Kants drehen, während «ei* 
mt n*l ersten Ksnten em|, 

«i«B , nach der 

Ordnung, sich als Strahlen 
in jenen Kegel fischen bewe- 
gen: so bewegt sich anek 
• eine nte Kante »n^t** in ei^ 
ner bestimmten nten Kegel- 
flScbe 2ten Grades [9(„.t9], 
welche dem nten Kante»* 
Winkel («^««) de« gegebe- 
neu n Kants nmsohrieben 
ist, and so bencbreibt Jede 
der übrigen i n (n«ft) Ken« 
ten des durch dangeMnkit« 

einfache n Flach ««, 

bestimmten yollstSndigen 
n Flachs ein einfaches Hy- 
perboloid, welches darch 
di ejenigen awei Kanten des 
gegebene« nKsnt#geht, um 
welche sich die zwei FU- 
eben» denen die jedestQ^ll« 
ge beschreibende K^Vt« M- 
gehört, drehen.** 

3) „Wenn im Hanme ein 
b^liisbiges n Kant 

nnd.iirgend nrl Sbenen 

9* ^i^Lt» welohn 

dnrch die^-) ersten Scken 

Wf«,«.a 



* d. h. ih Kegelflicbe geht 
^vdi die iedesmaligen zwei Kan- 
i«tt Md Ihr Hittelpunkt liegt also 
b ihfcm DwdifehniUspunkt. 



schrieben sind*), gegeben 
sind, und wenn ein verän- 
derliches einfaches n Eck 

<ia,as dn-i so be.?Kejt» 

dafs seine Ecken a» tf,»«^.., 
Ob.i« nach der Anihe, die 
Seiten A, «•••••A„.| jenes 
nSeits darchlaufen,wlihrend 
seine n->l ersten Seiten aftt, 

, Ä„.ga«.,, nach def , 

Ordnung, sich als Tangem 
ten um jene Kegelschnitte 
berumbewegen: so bewegt 
sieh auch seine nte Seite 
An.ii als Tangente um einen 
bestimmten nten Kegel» 
■ehnitt[AQ.fA],weleher de«i 
nten Winkel (A„.,A) des ga. 
gebenen n Seits einge« 
schrieben ist, und .ae be- 
schreibt jede der^.a(n^} • 
fibrigen -Helten idet voll« 
ständigen n Sekf, ftelehef 
dttvok das genannte einfa» 

che n Eck at« ^n-t 

stimmt wird, ein einfachen 
Myperbeleld, in welch'eoi 
auch diejenigenf twe4 Sei^ 
ten dM gegelien^ m Seite 
liegtn, Isqgs 4««f)a eicli 

die zwei Ecken» welche di% 
jedesmsUge tiüt^railHvde 

$eite besU«i9i9nvkcw«§«ib'^. 

3) „WeM in Bnvni« film 
beliebifM m anit AA| 
Aa^iiAd i«gnad ndPnnktnB, 
B«i««*«« Ba4» w^leke.in dnft 
n^t efitenFlleken(Wlttk«U 
Skeaea) AA«t A^Ag'^ 

V 

«• * 

( 

*3 d. h. der Kegelschnitt bc-' , 
rührt die zwei Schenkel des Win- 
kels und liegt also mit ihnen in 
einer und derselben Ebene. 
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Q Kants gehen, gegeben ^n-z^n-t ^ Seits Hegen» 
■ind, und wenn ein verän- gegeben sind, und wenn ein 
derliches einfaches nFlach yerfinderliches einfaehes n 
«ee,>... ..«„.^ sich so bewegt, Eck aa«*«. ••^n-i 
dafs seine Flächen, nach wegt, dafs seine Ecken, nach 
derReihe) sich um die Kan* der Reihe, die Seiten jenes 
ten jenes n Kants drehen» n Seits durchlaufen, wäh- 
wShrend seine n*>l ersten rend seine n-1 ersten Sei- 
Kanten, nach der Ordnung, ten, nach der Ordnung, sich 
sich in jenen feStenEbenen um jene festen Punkte dre* 
bewegen: so beschreibt hen: so bewegt sich seine 
seine letzte Kante eine be* letzteSeite alsTangente am 
stimmte Kegelfläche zwei- einen bestimmten Kegel- 
ten Grades, welche dem schnitt, welcher dem lett- 
letiten Winkel des gegebe* ten Winkel des gegebenen 
pen n Kants umschrieben n Seits einfjeschrieben ist, 
ist, und 80 beschreibt jede und so beschreibt jede der 
der übrigen n (n-3) Kanten übrigen (n-3) Seiten des 
d«8 durch das genannte ein- durch das genannte cinfa* 
fache n Flach bestimmten che n Eck bestimmten voll* 

irolliUndig en n Flachs ««^ stfindigen n Ecks öa-i 

«.'.k.cEn.f ein einfaches Hy* ein einfaches Ilyperbolold, 

pcrbdiold* .welches durch welches durch diejenigea 
diejenigea swei Kanten des swei Seiten des gegebenes 
gegebiOien n- K^nts geht» n Seite geht, lings denen 
liiig» de«»en sich die jedes* sich die jedesmalige Be- 

malig^vbeschceil^endeKieiip- sclireibende Seite bewegt** 

te >beVeegt,*V. : ■ . / 

4) iiWean im Rattine iv- * 4} ^Wenn im Raome fi^ 
g^nd elae 'ifaisftlil b beliebt-- gend eine Aniekl n belieb!- 

feQerede«,9«»*V...,«^.„nlid geGeredeK,^,, tfl;.«»!»^ | 

eine gleiek^e Ansekl andere eine gteiebe AttxabI enflere ' 
beliibige Gerade A| 94..«.» beliebige Gerade A; A^,.... • I 
A|i.i, woven' weder von die* A^.!» weyeil weder ven die- 
MaMolt inm ]enW, Iceine »en noeb Ton' feneh, Iceine 
swei in- einer Ebene liegent» iwei in einer Eben« liege% 

fftgeben tind» so toll ein n gegeben sind» so soll ein ■ 
loek <im Ranme) so* be» Eek (imRanwe) so besdirie- 
stkriebon werden^ da A seine ben werden t daft seine 
UbenenderReike nsckdntdi'Eekeir der Reike nsek in 
die ersten n Geraden geken» den ersten n Crst ad«n. Ue- 
ni|i seine Kanten der Ord* gen» nnd seine Seite« 
Hang nacb.dls-letsten n Ge- Ordnnng maek die andern 
reden sckneiden«'* n Geraden sekneide«/* 

Aekin- 



Digitized by Google 



7intai<«frtgftMf.>prc SlUse und Axiigfiheiu 241 

.Aebiili«b#rw:ei8<ti jfiß die ohi^m (1.) andere 
Sftfxe, umfaseen andi dte TorUegeirien Airfg^Aen (4)^ 
in gewisser Hinsicht^ die freieren Aafgalnen (§i 25. u« 
§. 47» III.) als besondere Fälle in sieb, und ihre 
TOQg ergiebc ttch ans d^üBelben proiectiTiachen Eigen* 
sehafteoi md welchen Ulsung'der letztarad fcerabh 
Ifämlich man lümttit^ um z. B. die Aufgabe (4, rechUI) 
üxk lösen, Iii der ersten (Geraden 91 irgeiidein^ Punkt <r 
an, legt durch diasaa einen $ttaU ay weklier die awal 
Geraden Aj % schneidet (§*. 81^ IT.), so erhält man in 
der jettteren einen bestimmten Punkt tti (den Durdt-» 
acbdittspuiiki)) dureb diesen wirj Weiter ein Stn^ ^ 
gelegt^ welcher die zwei folgendeü Geraden A, , Sf^ 
acbneidet^ wodurch man in der letiteren St, einen Punkt 
n; findd^ lind so fährt man for^ bis inan endlieh Antdt 
ainen bestimmten Punkt ün-n in deif ßeradcn ^n.i, el- 
hen Strahl aa-i legt, welcher die zwei Geraden Aa^i, U 
sdmeidisty wodurch man in der letzteren ^ eiiien 2i^ei- 
ten Punkt erhält« welcher an heifaoi liiid als 
(oder gebrochene) ProjeCtion des ersten a angesehen 
Itardan mag. Eben so anchl man zti brgend zwei äi^ 
dMi jbeliet^eil Punkten t der Öehid«ii lt( «itei iiüi 
llen entsprechende Punkte 6n, Cn in derselben^ sieht so« 
dann die Punkte ^bit Mnd aft»^«! im als antsprachendA 
Punkte zWaiar aafainandar liegender profadMealUT 
raden 91 ^ 9ln an, und sucht (§.17«) die tereinigten edt-^ 
apraehenden Punktenpaare der letitared'^t wodnrdLiiMl^ 
fart die ▼oi(falegteAu%aba ab fniM iaifcalioihtaB lab 
Die, andere Aufgabe (links) ist dadurch offenbar zu« 
^eich gelöst* Wenn die Rangordnung.. der gagebenea 
GaradsD, jade Abtiiellquuv ^ wh. «anMuatfi mftiBa* 
Heben gewählt werden darf» so ! ist dl0 Zahl daejAnM 
lOsungen» welche jede der vorgelegten Auigitbealm^Alki 
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gwüfinni zalfifst, oHenhar dieselbe» wie bei der obigea 

Aiifgebe (§. Note.). 

Den obisen Sätzen (2.) mi (3») entspredittl BaA- 

üelMilde AnfgdieD. ' 

5) ,,Weii« !ÄR««me«uie* « ^WWBlmftinmeeliibc. I 
lieb ige« « KtBt oad lrge«d' llekiges nSelt «md irgend n 
»Kegeinichf n ^Gß^^ ml'^ KegelscUiUe, wele^^ d*tt " 
che den n Winkeln deseel- Winkeln dewelben elnge- , 
lien nmsckrieBeiifiad, gege- tekrteben •lud, gegeben ftind» 
ht^t sind, W eeli ein nFla^li eo soll einnBekee beeekrie- 

•o beschrieben werden, dnfi ben werden;, dafs seine Ek- 
seine Fläcken Btek der Rel- ken naek der Reibe in den ! 
he durch die Kanten ienee n Seiten jenes nSeite liegen, 
KaWti gehen, nndseineKan- nnd »eine Seiten, naek d« 
ten. nach der Ordnnng, in Ordnung, Jene CegelaekniUe 
jenen KegelfLieken liegen.^ kerflkren.*V 

6) „Wenn im Räume ein be* 6)„WennimRani«e einbe* 
liebiges nKaut und irgend n liebiges nScit npd irgend n 
Ebenen, welche nach der Punkte, welche naek der Rd- 
Reihe durch seine n Ecken he in seinen Winltel-Ebeaea 
gehen, gegeben sind, so soll liegen, gegeben sind, so sali 
ein nFlach so beschrieben ein iiEck so beschrieben wer» , 
werden, dafs seine Flächen, den, dafs seine Ecken, nach 
Mch der Reihe, durch die der Reihe, in denSeiten j»> 
Kanten jenes nKants gehen, ues nSeits liegen, und seine 
lind seine Kanten, nach der Seiten, nach der Ordouiig, j 
Ordnung, in jenen Ebenen durch jene Punkte gehen. ' 
liegen.* - * ' 

. i .: Bb^lMaof dlABcr Aufgaben (5 und 6.) berulit auf 
dedsdben Eigensebaften, wie die der obigen Adfgabe 
(4.), von welcher sie, in gewissem Sinne, besondere 
Sttü«. ailuk . Die zwei letzten Aufgaben (6/) sind, im 
Onuide gettoiaaMtf, ättb und ditBelbe» auch wurde die 
dne davon schon früher (§..32, £ndeO mit andern Wor- 
te» ansgenprodico. 
At iftt. Kinr aiafar spedelle^ IUI der ▼orhctt'geltemlett 
%uptaufgabe (§. 56, 4.) ist in neuerer Zeil In einigen 
malbematischen Zeitschriften imter verschiedenen Ge- 
aichtapnakteii^ au%efafirt und geldat werde»; dieser Fall I 
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kann hlet^ cmter aBen nSmea vencUedenen Adfisagcn, 

nebst einigen Folgerungen, mittelst projectivischer Ei- 
geDSchaften, auffallend leicht gelöst und klar dargestellt 
tfercito. Die erste Aussage dieses Falles ^ wenn nan . 
ihn näitiUch aus der obigen Aufgabe ableitet, und zwar 
dadurch» dafs daselbst die Zahl der gegebenen festen 
Geraden bei jeder Abtheilung auf nur z# ei b^dMnkf 
wird, lautet wie folgt: * 

1) yjtt irgend rier gegebe- 1) wDarch irgend vier ge- 
aea Genden 9i Mi» Ay A^» gehen'e Gerade % STi^A, A|» 
woiroB keine iwei in einer woton kein« swei in cinisf 
Ebene liegen, vier Punkte sn Ebene liegen» vier Ebenen 
finden» in jeder einen» virel- zn legen, durch jede einet 
che ia einer Geraden liegen.** welehe eich in einer Gert* 

den schneiden.** 

Oder diese beiden Aufgaben lassen sicL in folgende 
bekaonte Aufgabe zusammenfassen: 

2) »»Diejenigen Geraden zu finden, welehe 
irgend vier gegebene Gerade A, A|, A,, A3, wo- ' 
von keine zwei in .einer £bene liegen» schnei- 
den.- 

Auflösung. Die obige Auflösung (§.56, 4.) ver- 
einfacht sich fQr den gegenwärtigen Fall wie folgt. 
Durch eine der gegdbenen vier Geraden» eCWa durch A»' 
lege man irgend drei Ebenen ß, /, welche die dM 
übrigen Geraden A|, A^» As beziehlich in den Punk- 
ten üit At» ^s; ^uitf h9i ti9 ttf U schneiden» w^bei 
das BSd (Fig. 53.) dmr VoriteIli!ing behMflicK Mb mag, 
ziehe sodann die Strahlenpaare OiOs und a^ds, 616a und 
^6s» (iCs und CsCt» welche der Geraden A in denTunk« 
tenpaaren a niTd O4» 6 und' (4, Cnndc« begegnen, sehe 
diese als entsprechende Punktenpaare zweier aufeinan- 
der liegender projectivischer Geraden- A und A4 an» und 
auche sofert deren vereinigte entsprechende Punkte (§t 
17.)» so kann endlich durch jeden dieser Funkte (und 
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nnr doich diese) eine Gerade gelegt verden, die der 
Aufgabe genOgt» nlfDlich die Gerade, welche aladaDA 

durch den einen oder andern dieser Punkte so gelegt 
yntdf daÜB sie irgend zwei der drei Geraden An At» A« 
■dmadety trifflt anch die jedesmalige diilte^ und scbnei- 
det s^mit alle vier gegebenen Geraden. £s giebt dem- 
nach im Allgemeinen zwei Gerade^ die der Aiifga^^ ge« 
nfigen; es kann aber auch nur eine« oder gar keine 
gieben (§. 16, II.)* 

Die Richtigkeit dieser Auflösung fällt in die Augeo. 
Ntalidi vvnnOge der Strahlen aOs» hh$f Cft» *....» wd-. 

ehe durch die Ebenen ce, ßy des Ebedenbfistbels 

A bestimmt werden , und welche die drei Geraden A» 
Ai, At aehneidfln» sind die Geraden A und K% in An« 

sehung der Punkte d> c, ..i.. and 6«» c«, 

projectivisch, und aus gleichen Gründen sind die Gera«* 

den Aft und A« in Ansehung der Punkte e», ^t» <•» 

and e«, 641 C4, projectiTiscfa, folglich« sind auch die 

Geraden A und A« in Ai^sehung der Punkte o, 6, c, ...... 

. und <i49 (41 Uf projectiTischy und es nüsseu bei 

ihren yereinigten entsprechenden Punkten nothwendigeF* 
weise auch die zugehörigen Strahlen aufeinander fallen, 
die sodann fene Geraden sind» welche ^er Au%abe 
genügen. 

Die vorstehende Aufgabe (2.) wurde von Ger- 
gönne im XVil. Bd. S. seiner AmmkM de mm* 
ikemaiifVM vaat Liteung aufgestellt , und - zwar mit 
der Forderung, dafs die gesuchten Geraden in aller 
Strenge konstruirt werden, sollen (consiMmir^ rigoureu* 
sement la droite qni etc.), we^ er Terniuthlidi dieKon- 
strnctionen bei den damals bekannten Auflösungen, wel- 
che mittelst Coordinaten oder durch Projection (Geo- 
Bi^trie dttcriptiv^ ausgeführt waren» ungenügend fand.. 
Ich habe darauf im Bd. II. S. 968. des Journal far 
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natftematik eine AoflOsang A'eser Aufgabe bekannt 

gemacht, und fast gleichzeitig erschien auch in den ger 
miDDleB Anaales Bd. XVllI. S. 182* eine Aufldsong 
derselben von Bobillier und Garbinsk j. Diese vwfä 
Aufldsungcn stimnien )cdoch in Einigem mit denen über« 
ekly welche Petit und Brianchon schon firllher(iHi 
Bd. I. S. , 434. der Cmtss^. mup f Jüsofo Polyt ) ge- 
geben hatten, die mir aber erst 8}>äter zu Gesichte ka- 
men* Im erwfihnten Journal Bd. Y. S. 174. erschien 
femer eine, dritte Auftosyng, die indessen iscor den Irfi« 
heren wenig Vorzüge zu haben scheint, nur dafs sie 
durch Hülfe der Coordinaten geführt isK I>ie vorste- 
hende AofMisung ist unstreilig unter allen hi^ genannt 
tea bei weitem die einfachste und bequemste, und dürft« 
ak solche urohl der Cccr^oane'schen Forderung Ge^ 
nüge kislen. 

Eine andere Aussage der obigen Aufgabe, unter 
welcher sie von Brianchan iwd Petit a. a.(X gelöst 
wordeftf iii folgende» 

3) „Die gegenseitige-n Durehschnittspttukt» 
eines gegebeaen einfachen Hj^perboloids und 
elnoF gegebenen Gesaden zu finden." 

Werden irgend drei Gerade des Hyperboloids, di& 
zu einer Schaar gehösen, als die vorgenannten (2.) drei 
Ger^Mlen A», At, A«, und wird die gt^ebene Crerade^ 
als die vorige Gerade A angesehen^ so sind alsdann die 
vereinigten entsprechenden Pui^te der Geraden A» A4 
die hier findenden Durchniltspunkte^ 

Dieselbe Aufgabe kann femer auch in nadhstehende 
Aussage eingekleidet werden: 

4) „Wenn irgen-d nwei einfache- Hyperbo« 
lolde H, H| und irgend »wei Gerade A,, Aa, die 
in beiden Hyperboloi-den, aber meht- in einer 
Kbeae liegen^ gogobea sind» sa sollen dne ttbri- 
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geo Geraden befanden werden, welche die H7- 

perbolo'ide gemein haben." 

Da die zwei gegebenea Geraden A,, A, nicht ia 
einer Ebene liegen , so gehören sie in Jedem Hyperlm- 
loli zu einer Schaar Gerader (§, 51, IV,); wird ans 
jeder dieser zwei Scbaaren irgend eine dritte Gerade 
angenommen, nnd. werden diese zwei neuen Geladen 
öle die obigen (2.) Geraden A, Ai angesehen, so wer- 
den offenbar diejenigen Geraden, welche die vier Ge- 
laden A, Ai, At, A« schneiden, der gegenwärtigen Aot 
gäbe genügen, so dafs also die HjperboloYde, aufser 
den gegebenen Geraden A«, A3, im Ailgemeinen noch 
swd andere Gerade, etwa e, k (§* lT.)f (emeiii babsii^ 
welehe die ersten zwei schneiden, und also nicht mit 
ihnen aus einer Schaar sind. Dafs die Hyperboloide 
ü, Ht nicht mehr als zwei Gerade Ton |edcr 6cbasr 
gemein haben können, ist eiulencbtend, weil jedes voo 
ihnen darch drei zu einer Schaar gehörige Gerade be- 
etimmt wird ($• 61, IV.), Hierdurch' ist also ^ngleidi 
der necbstehende Satz erwiesen. 

5) „Wenn zwei einfache Hyperboloide ir< 
gend' zwei Gerade A«, An, die nicht in einer 
Ebene liegen, gemein haben, so schneiden sie 
einander au{serdem im Allgemeinen in noch 
zwei andern Geraden e, Ii, welche mitjenea 
zweien, in Bezog anf jedes Hyperboloid, nicht ' 
aus einer. Schaar sind; oder sie Können aber 
anch einander apfserdem entweder a) in (itogs) 
einer andern Geraden (ek), die mit jeaen zweiea 
nicht aus ciuer Schaar ist, berühren, oder ^) 
gar nicht treffen (2, Aufl.)«" 

Im letzten Falle (ß) kann man sagen, die Hypert 
bolQlde schneide)^ ein^mder auiserdem in zwei imagiuä- 
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reo <Teradeo» Der zweite Fall (er) giebt durch Uoikeh- 
ruiig den folgenden besondern Satz, 

6) ^Wenn zwei ei,nfaohe Hyperboloide ein- 
ander in ein er Geraden (ek) bej-ühren, so schnei- 
den sie einander nebstdeni ini Allgemeinen in 
zwei Geraden A,, A3, welche iu jedem Hjp^l*-. 
boloid zu einer Schaar gehören; oder sie kOn- 
neu sich auch iu einer zweiten Geraden (A,AaX 
die mit jener (ok) in jedem Hyperboloid nicht 
zu einer Schaar gehört, berühren, oder* sich 
gar nicht weiter begegnen/' 

58. Der erfinderische Moebius hat zuerst den 
Satz bekaunt gemacht und bewiesen 

,,Dafs es nämlich solche Paare (irregu- 
läre) Tetraeder geben könne, wovon je- 
des dem andern (um- oder) eingeschrie- 
ben ist, d. Ii., wovon die Eckeu eiues je- 
den iu den Flächen des andern, oder in 
deren Ebenen, liegen.'^ 
Die vorhergehenden Untersuchungen gewähren nicht 
nur eine anschauliche leichte Darstellung der Richtigkeit 
dieses Salzes, sondern sie gestatten auch eine deutliche 
Einsicht in den Spielraum seiner Möglichkeit unter ge- 
wissen gegebenen Bedingungen. Zu diesem Endzweck 
m(ige folgende Aufgabe aufgestellt und über ihre Lö- 
sung einige Andeutungen hinzugefügt werden. 

„Wenn ein beliebiges Tetraeder T gegeben 
ist, ein anderes r zu beschreiben, dessenEc- 
ken in den Flächen des ersten, oder in deren 
Ebenen, liegen, und dessen Flächen, oder de- 
renEbenen, durch dieEcken des ersten gehen, 



*) Im Journal für ßlathematik Bd. III. S. 273. 
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nmi sirar wenii xwei Ecken d»8 xweilcü Te* 
traejert t gegeben sind.** 

Ueber diesjß Aufgabe kann imvörderst folgeude& be- 
Mrkl werden. 

Ei Mim G, D dir Ecken dea arüen Teta» 
Mer8 T, und a, i die des zweiten r. Man nehme 
ai|t die Ecken des zweiten aollen nach folgender Ord? 
Bulg in dap ¥f|lohen 4^ (ßnitui, ode» in deaen£beneiit 
liegen: 

L «BCD, /9ACD, ;/ABD, JABCV 
wp f.B. aBCD lieiCit: die EdM» « liege in der Ebene 
der FlSche BCD. Nach dieser Annahme bleibt non 
noch die Rangordnung frei, nach welcher die Fiächenr 
dienen dea nwaitin TalniMeva t dnrck die Edten dea 
OfitenT gehen aollen; diese gestattet» nach der blofsen 
Combination der Buchstaben, 24 verschiedene Fälle ^. 

Note.). Dfese 24 FiUe sind in Hintichl dar IM 
dar AoflOanngen, die aie snbiaen, msentÜdi Toa ein- 
ander unterschied^, und zerfallen in dieser Beziehno|; 
in drei AbtlMihiafMi, woim z. IL anr enten Akikd^ 
Imig falgende ider VUle gekArent 

il. Aßr^f P«/^, Caßd, Baßr (a> 
% iLoßYt BaßÖ^ CayS^ l>ßrH 
& AaßS, Baßy, CßySf D«ydL.,.(b) 
4. AayS, Bßrö, Caßr, Baßö) 
welche^ wie durch die Unterabtbeilnngen (a)^ (b) ange« 
deutet wird, im Wescntliehen nur awiierlei Art aind, 
In jedem dieser vier Fälle kommen der vorgelegten Auf» 
gäbe unendlich viele Auflösungen zu, (dagegen scheint 
bei den fibrigen Füllen tkeils nur eine einiige, tbeüa 
gar keine Auflösung möglich zu sein). 

Als Beispiel soll nun der vprsteh^de Fall (!•) hier 
fdUlcr betrachtet werdei^. 

Es «ei ABqp (?i^.54.) d^s gcgel>cne Tetraeder T. 
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mril a, Y M twii gegeMlen KAeif #bs iweiten/ 
zu beschreibenden, Tetraeders r. Da durch die drei 
gegdbeneor Puttkto E» a, di» Ebene B^^rJ btstfamiit . 

in welcbM> dieEdfce # Hegt (II, 1.), und di leMere 
auch in der Flächenebeue ABC liegen mufs (I.), so ist 
folglich ihr Ort auf die Durohachniltslinie BA dieser 
zwei Ebeneii besehriiikt Eiieoe» nmb die «ndei^ za 
suchende Ecke ß einerseits in der Ebene l}ay und aur 
dererseits in der Ebene ACD liegen, la daC« folglich 
ihr Ort auf die DofciisiAiuUalinie IIb dieser tiHei Ebe- 
nen beschränkt ist. Da nun ferner von den zu finden- 
den zwei ¥iächenebeiien KßyÖ, CaßS (If, 1.) jede 
duMh die zwetEo&enTf» 9 gelit, so dafir die Kante /fA 
in ihrer Durchschnittslinie liegt, so kommt es folglich 
nur darauf an, durch die zwei gegebenen Geraden h^i 
Cm zwei Ebenen* so zn legen, daCs ihre Dttrehsobnitl»; • 
Knie die zwei gegebenen Geraden B6, Db schneidet, 
oder, was eben so viel ist, eine Gerade zu finden, wel» 
cbe die vier Geraden kf^^ Ui^ Cae, Db selnaidet 
Wird aber beaerkt, dirfs diese Vier Geraden bereits 
von den drei Geraden ACi BD^ a;^ geschnitten wer- 
den, so folgt, dab es von einer unzlUigen Sehaar Ge-i 
rader gesdiehen kann, za welehen^ diese drst gehören 
(§. 51.), tmd zwar folgt, dafs jede Gerade, welche ir- 
gend drei derselben schneidet, auch Jedesmal der-vie»* 
ten begegnet. Daher sind auch nozHhlige TeCraMer r ' 
möglich, welche der vorgelegten Aufgabe genügen, und 
zwar dergestalt, dais z. B«. Jeder Punkt fn der Oeradeii 
1)6 als Aie zu snchende Ecke 9 angenommen werden 
kann, wodurch sodann die andere Ecke ß bestimmt 
und nach (§. 51, II.) leicht zu finden ist (and zwur bei 
der hier 9a Grunde gelegten Fignr »blofs; durch Zie- 
hen dreier Gorader zwischep gegebenen Pun^^ 
. (en" gründen wird). Oder ^ folgt daher, dab 4er 
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Kwte r^. (Iii*: » li^wkr^bei^ T^imMm, .fttp. alle 
ttteveigdi i eto i eii' Lagen , io mMieir 4e Air 'Aufgabe 

ganügea^kaDD, ein Spielraum frei steht, in welchem sie 
«in .cNibehea Hypeibelold bfeadumbt ($• ^ iV.)» und 
dafa dabei die swai Eakan a die ibneli wriboMM- 
d^ OrUlipiea D b , B 6 projectivisch tbeilen, 

An*, dieier AiiQöaiUi§'.argiebl aidi aooHt se^akb 
dar folgende -Sali« ; - . « • 

„Wenn ein beliebiges Tetraeder T und ir> 
geiid ibveiPonkle o»;^» welcbe in xwel Fittoben« 
ebenen deaaelben licrgen» gegeben eind» »o 
giebt es unzählige andere Tetraeder welche 
jenem necb dei;. obigen., Act (U» L)>zugleieb lün- 
and ein§eacbrieben sind, nnd wovon fedet 
jene zwei Punkte zu Eckpunkten hat; der Ort 
ibrer übrigen .Eckpunkte ö ist .anf stwet be- 
stiAmln£rerddB'D.t,;E( beaebrXnkt» «nd. »war 
dergestalt, dafs diese Geraden in Ansehung der 
zomraMeingchöi^ig^n Eckpunktenpaare. pr#iee* 
iWiaeb ^tedt :n«4' dafii, folglieb der Oft der 
diese Eckpunkte verbindenden Kante ein 
eiofacbea Hyperboloid iist/' - 

. Ea.mtigrnofli bemerkt werden, dab bei den drei 
übrigen Fällen (II, b.) ähnliche Auflösungen statt fin- 
den, wie die vorstebende« « nnd dafe ans ihnen gieicbe 
Resttlttfte* folgen»* .... 

f. • ' ' ' 

*} Es wSre wohl zu wünschen, dafs sich Jemand \iW Mühe 
gäbe, die obige Aufgabe volIstHndig zu erörtern» d. h. das Eigen- 
Üifiililiche aller mögliclieu Fälle derselben in's Klare brächte, und 
die dabei statt findenden Umstände erforschte. Die vorstehende 
Auflösung zeigt, wie diesem Gegenstände durch projectivische Ei- 
genschaften beizukommen sei. Bei meiner flüchtigen Untersuchung 
fand ich unter andern noch: ,,t)afs wenn zwei Tetraeder T, « 
nach einer der obigen drei Arten (II» b. ) einander ura- 

Bcbcieben siod» ai«. alsdaan anfserdein aoiobe gegen-« 
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Ueber Abjiängigkeit einiger Systeme Terschiedenarv' 

tiger Figsren Ton eisandef. • • *' 

59, Das eiofache Hjperbolold giebt, vemidge der 
ihm xakommenden Eigeoscbaften und namentlich ver- 
niüge seiner doppelten Erzeugung durch projectiviscbe 
Gebilde, eii^ Mittel an die Hand die geßenseilige Ab- 
hängigkeit' gewisser Systeme Terschieden^rtiger Figuren 
von einander klar darzuthun, die Ueberlragung der 
fügenscbaften jedes Systems auf alle tibrigen . leicht n 
bewerkstelligen» und zugleich aocb jedes System in 
5ede8 andere zu verwandeln. Dieser Gegenstand ge- 
hört eigentlich dem zweiten Abschnitte an, (weil dieser 
das Aufeinanderbezieben der Ebenen und der StrahlbH- 
schel enthalten wird), wo er (so wie im vierten und 
fünften Abschnitte) seine vollständige Erörterung findeii 
wird; wegen seiner nahen Verwandtschaft mit dem eben 



seitige Beziehung haben, dafs jedes Paar gegenQber' 
liegender Kanten des einen Tetraeders mit einem be. 
slinaraten Paar gegenüber liegenden Kanten des andern 
in einem einfachen H^perboIoYd liegen;" u. 8. w. Bei 
der Lösung der übrigen 20 Fälle der obigen Aufgabe (die aufser 
den 4 erwähnten (II.) anscheinend statt finden können) dürfte die 
frühere Aufgabe (§. 57, 2.) behfilllich sein. Werden solche Auf- 
lösungen, wo das zu beschreibende Tetraeder % iq einen Crenzfall^ 
d. i. in eine Gerade übergeht, mit gezählt, so möchten wohl bei 
jedem der 20 Fälle zwei Auflösungen statt finden; so vertrat z. B. 
beim oben betrachteten Falle (II, 1.) jede der drei Geraden AC^. 
BD, uy einen solchen Grenzfall. 

Bei der obigen Aufgabe könnten ferner auch, ansUtt der zwrf' 
Eckpunkte a, entweder zwei Fl-ichenebenen, oder eine Flflchen- 
ebene und eine Ecke des zu beschreibenden Tetraeders al« gege* 
ben angenommen werden. Uebrfgens sind alle diese Aufgaben nur* 
die einfarlislen Fälle von andern , ausgedehnteren Aufgaben, die 
sich ?;linli< lienveisp durdi projectiTiodie Eigensdiaaen löm hMeii, 
wie jene in (§. 
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Ab^ebandeUM «laoble Mi fedoflh Um admi Imr hm 

bcrUbi'cn zu müsseo. 

Bei den vorhergehenden Untersucbungen wurde 
ii^a Gerade ^ im Baii«e «uf doppelte Weite, d|. h.» 
in Hinsicht zweier Gebilde, betrachtet, nSmlich ent- 
weder als eigentliche Gerade 91 i. als eine un- 
ei|d|iclie Menge PüqUe en|hal|end), qder a(g Ebep^ 
büschel !9 (d. i. eis Axe des Ebenenbüschets). In die- 
eer doppelten ({iosicht steht daher eine Gerade ^ init 
allen Punkten iind ellep Ebenen un ^annie jn fdgen- 
d^r Beziehung: 

Als E!>enenbÜ8chel 51 Als Gerade 5( 

,,Jccler PunVl lie«;l in ir- ,^ede Ebene geht durch 
gi^nd eiaec seiner Lhenen;^ irgead eisen ihrer, PankUi" 

Oder: 

■ hSSb (dia Axe Vy betlimmt »»Sie bcttiwpl aiil jeJf r 
jedem Punkt (der i|tchl {^bene (ip jer ^ie i^icbt 
ia ihr liegt), eine Ebene/* liegt)« einen PonlC 

Werden nach dieser zweifachen Hinsicht zwei Ge- 
rade 9» Sil im RaoM logleicb betracbtet» «ml «war 
mit Beziehung aofeiiiaDder, «o alnd dabei folgende we- 
sentliche Umstände zu bemerken: 

„Jede Ebene des e^^tm «Jedec Pttvkt der ei^e« 
Cthepeiiblsehelp schneidet Geraden bealimmt etil den 
dep andern ^henenhiaehel Peakten der andern Gera* 
in einem eheaca Stra)^lbil-% den einen ebeaei Strahl h6- 
8fhel;die ges^^mmtcnStrah*. aehel; die gesateiplenSlrah- 
lev a-U«r dieser Strahlhl- len aller dieser Strahlhft- 
a^kel^eider die geaammtea schel, oder die gesaminten 
Slrfhle^f ii^ welchen die Strahlen, welche die Punk- 
Ebenen heider Ebenenhö- te beider Geraden, paar- 
fl.<;hel einander p;^arwei89 weise genoipmeix, mit ein- 
schneiden» erfnllen ein- ander bestiLameny erfüllen 
fach den ganzeil Hau lu» d.b. eipfach den ganzen Hauin« 
durch jeden Punkt des und zwar liegt in jeder 
I\aun^s (der nicht in einer Ebene (die durch kt inc der 
dt?r iwj?i A^en liegt) geh^ »w<?i Geraden gehO irgend 



Digitized by Google 



iiegena einer T9m dieM« ^i^mr rmm Atriilbicii» 
äirableB> aber nnr ein ein- i<ber nur ein eiDxi|i;er; so 
tiger; diif« also jede be- dafs ülso jeder beliebige 
tiebig« Ueae «ick niil Ifw Paakt miiirgeadfwiitlHittli. 
l^ad.avreiEbenen 4er iwai lam. dar awei |(rar«dfa |a 
Ebenenbüichel in einem einem solekaB Strabla 
aol^beli Sirahl« ichaeidai» liegi^' 

YoD diesen Strahlen » weiche auf die eben dn^ege« 
beiie Weis« durch xwei Ebeooibfiichd oder darich 
Sfrei Gerade 91) im Räume bestimmt werden, treifs 
man nun aus früheren Uaterauchungen (§, 51.}i dafs 
jedeflUiai diejenige Schaar imter Urnen» die ir^^d ei- 
ner betiebigen dritten Geraden A (oder %) begegnen^ 
in einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs einer- 
aelU die EbenenbOachei 9(j Sli in Anaehnng der Eh9* 
nenpaare» welche diese Schaar Strahlen m Durchschnitts-» 
linien haben» und andererseits die Geraden % in 
Ansehnng der Panktenpaarci In welchen sie tön dieae^ 
Schaar Strahlen getroffen werden^ projectMsch sind» 
u. 8. w« Mit Rücksicht auf alle diese Umstände lassen 
aich nachstehende interessante Betrachtungen leicht be» 
werkstelligen. 

II. Bringt man nnt den zwei Doppelgi^biUen 1^ 
tti irgend swei Ebenen E# Ei In Verinndnng» se kitai* 
nen die letzteren» mittelst der durch die erstem be« 
slimmten Strahlen (I*)» anf eigenthümliche Weise auf* 
einander bezogen werden. Um bei dieser Uptersn- 
dhong der Vorstellung zu Hülfe zu kommen, stelle et^ 
wa in (Fig. 55.) das Papier die Ebene £ dar» wo näm-. 
lieh alle nicht panktirten Linien In dieser Ebene 
liegen. Es sei die Gerade eci Ae Dordischnlttslinle 
der Ebenen £» £i» und r und s» Z| und ji seien di,e 
Punkte» In welchen die Geraden oder, Axc^, 8(» Sli yon. 
den Ebenen E, E, getroffoi werdeui so dafs also rs» 
ZiYi odpr X» ti diejenigen zwei Strahlen des genannten» 
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imA Ae* AseD % besUnmitai StrakbyBlenis (1.) 

sind, Yf eiche in den Ebenen £, £i liegen. Ferner 
«eien ty %i die Puukte» in -weichen die Strahlen ti, x 
denr Bbenen % £, liegeKneo» und welche nrit den ^mt^ 
geuaiiuten Punkten die Geraden tr, ts oder y, z; xiz^, 
^iji» oder 8|, Fl bestimmen* Hat man alle diese Ele- 
inente genau fiiirt, so lassen sich weiter folgende Eigen» 
Schäften angeben. 

1} Die zwei. Ebenen Et werden mittelst des 
genannten Strablsjstems dergestalt aufeinander becogen, 
dafs, im Allgemeinen, jedem Punkt der einen Ebene 
ein bestimmter Punkt in der andern Ebene ent- 
spricht, d. b.y durch jeden beliebigen Punkt a in 
E gebt ein einziger bestimmter Strahl a (der die Aten 
SI) Sil schneidet^ in $i und), der die £i in irgend 
einem bestimmten. Punkte di trifft» welcher der ncnt- 
Sprechend e^' jenes Pnnkfes, oder dessen »»ächiefe 
Projection,'* heifsen soll. Von dieser bestimmten 
Beziehung machen nur folgende Punkte eine wesent- 
Uche' Ausnahme. 

Da nämlich allen Punkten r, 6, ..... der Ebene 
Ei welche in dem Torhin erw&hnteii Strahle x liegen^ 
offenbar dfeser Strahl gcaneibsehaMieh zugehört, so 
wird folglich der einzige Punkt Xi, in welchem der- 
selbe die Ebene Ei triilt» aUen jenen Punkten Zugleich 
eiitsprechen. Ünd da ferner alle JStrahlen, welehe von 
dem Punkte ji, in E^ ausgehen, in der Ebene yi Sf 
liegen 4ib4* In dieser einen ebenen Strahlbfischel ji bil- 
den (f.)> so' werden sie nothwendiger Weise die Ebene 
E längs der Geraden y, d. h. längs der Durchschnitts- 
Knie der Ebenen /ji 9t und £, treffen, so daüs folglich 
allen Punkten r» t, p, dieser Geraden j in E der 
einzige Punkt ji in £i entspricht. Eben so haben alle 
Pufikte Uf t, der Geraden s In £| deii Punkt 
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Xi to iliMi $mmbmKAMA 'eai^^ Pttalele iii 

E^. Aus gleichen Grüoden entsptechen Shulicherw^rsre 
den Siimmtlichen Punkten der drei Geraden r'i/ t| 

4 

in der Ebene £u die drei einzeteen Pmilte 

der Ebene £. Biese besondere Eigenschaft derPubkfe 
tf B, t und Zj, yi, Zi hat auf die nachfolgenden Resul- 
üte groüs^ii Einflafs, so' daß die iMÜitöii -^idi mehr 
erder Weniger auf dieselbeh bezileheD, daher ftdgeii dllB 
Dreiecke rst, ZiyiXi unter dem Namen ^^Hauptdrei- 
ecke"* der Ebenen £i feafgehallto''WerABilt Die 
Hauptdfeiecke haben nach deii eben blenleritien' Eig<i^n^ 
Schäften solche gegenseitige Beziehung, dafs die sämmt* 
liehen Punkte der Seiten oätt fli sk»' tJülneB 

jeden, den einzehien Eckpänitdn (xi, yi, zi/dAllr 
r, 8) t) des andern entsprechen. 
' Endlich mag .'aneh noch bemerkt- m^erdeti^; daCs |e« 
der Ponkt in der Barchffcibnittsfikiie eei dei* £fteim 
El sich selbst entspricht, oder mit seinem entspre- 
chenden vereiniget ist, weil offenbar der ementUolcheii 
Fonkte zugehörige ProjectionsaAridif' i>eide'*^ehen fal 
demselben zugleich trifft. ' * * * 

Wie zu irgeüd einelni jgägeibenea Punkt üi der 
nen Ebene»' der entspredi'ende fn 'det' aiid^'Ebeni 
gefunden v/ird, ist leicht zu sehen, näiulich, ^enu etwa 
4, uüt der gegcU^ Punkt ist» so Wird'cfer iu^ehd* 
rigePfo^eeÜonsätrahl ä «tff^AÄr'dado^h geKa^deD;''dall 
man die Ebenen a^, aiSi legt, deren Durchschnitts^ 
linie ei: sein müfs (I.), und s&dakm wird dieser ^ahl 
ä der Ebene El in dem gesuchten etitspTrechendbik'Pttnktii 
dl begegnen. Der Punkt Ui kann daher auch blofs 
durch Ziehen zweier Paar Gerader' iii de& Ebenen - 
Et 'gefunden werden, denn ziiiit man ^atts 'dem gegebe-^ 
nen Punkt a durch den Punkt r die Gerade ärr, welche 
die Durchsdinittslinie eei in dem Punkte rri tnfUt voki 



fuc|^.^ip4dillii m £i, <lie Gerade. ZtJ^i, so mufs ia die- 
'/MT.der .g«iOcbte Pimkt .ai jltegeni md c|a ähalicher- 
tveise durch die Gerade, as^, in £, eine Gerade j, 
flu Ell JbeBÜmmt wird« in welcher ebenfalls der Punkt 
4ft liflgen: mi^t ^ fst fo%Ucli der lelztere der Oiircli- 
»chQiktfpWkt der xwel Geraden Ziti, ji^i. 

2) £s ist nun weiter anzMgcben» welc|ie Beziehung 
fife^.swei eoUprecheiHfo Xigf^&k m den Ebenen 
El »1 eintnder habeo^ und nach welchen Gesetzen 
ihre Eigenschaften von etoauder abhängen; und zwar 
enistebt ziinadist die Frage» welche Figur einctr Geni>> 
den, und aodlon welche Figut irg^d einer bestimmten 
kruipn^en Linie entspi-eche? Die Antworten hierauf er^ 
gehen ^^€k, .aas dem Vorhergehenden fast unmitt^ar^ 
nfimlich wie folgt 

a) Einer bdiebigeü Geräten iü einer der zwei 
jtbenef Si.Ei» B. der Geraden A in £^ ^^ntspricht 
offenl^ar in d^ «andern Ebeiie E| Irgend ^egek 
schnitt [AiJ; denn alle Projectionsstrahlen, welche jene 
jGrerade treffen» .oder ihre sämmtUchi^. Punkte auf die 
Ebene Ei projiciren» lieg^ in einem efliliichen Hjrper« 
boloi'd. (L)f welches die Ebene £i in dem genannten 
Kegekchnitte schneidet (§. 51^ IV, 4 ). Da die Gerade 
A die , Seiten ji % des Hanptdrdecks Iii den Ponk^ 
ten f, 9, ^ schneidet^ so geht folglich^ vermöge dieser 
Pugktif». der Kegelschnitt l^^J durch die drei Punkte 
^if ytf, Sf (l*)^ dbb er abo dem Hauptdreiecii dr,yiti 
nmicbrieben ist. Ferner geht der Kegelschnitt auch 
durch den nümlichen Punkt ,CCi^. in welchem die Gt* 
rade-A derBiirchschnittslinie ecfj begegoet Katfir« 
licherweise mufs auch umgekehrt jedem beÜebigeni 
dem Hauptdreieck XiyiZi umschriebenen Kegelschnitt 
[Ai]» irgipd <etne Gerade ^iW, E, atfspr^chen; dieses 
fo^;t ifi der That^daraoa^ 4ßü alle Projectione* 

strahlen 
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•tnUeii eines siildienKegeleciiiiitts (d. k alle fllfalilci^ 
die dotch eeilie eSmilitiiclien Ptankte gebeb)^ infolge 
(§. 51, IV, 9, n.)^ ei^eufails iü einem einfachen Hyper- 
liolold liegen^ und de dasedbe Ten der Ebene E al« 
ienbar In dem Strahle x (der dem Ptakte Xi zugehört) 
geschnitten wird^ so muts es von ihr noch in irgend 

einer andern Geraden A geBcbnitten werden (§• 6l, l¥| 
8.)» weldie dem gegebenen Kegdedinhte [Aij ent- 
spricht^ 

.Es iii iJär^ däfi dlea w«8 Uer tan der £beoe Et 
gesägt mmrdeBi aneh nrngekclvt in fttCsprecbendem Sidne 
Von der Ebene £ gilt^ 

In dem wae nber die Gerade A geragt worden^ 
findet nnr dann eine tveeentliche Anenahme. oder ein 
besonderer Fall statt, wenn diese Gerade durch einen 
der drei Haaptpunkte r« s^ t gebt« nftmlieb abdann 
entspiidit ihr in der Ebene Et ebenfalls eine Gerade 
Ai, welche beziehlich durch einen der drei Punkte 
^if 7i» xi geht Denn geht xa B. die Gerade A dnrdt 
den t^nnht r, wie etwa nrf, so liegen ofifonbar alle ihr 
(oder ihren sämuitlichen Punkten) zugehörigen Projee- 
tionsstrablen in der Ebene A% oder ttäp ond daher 
amÜB ihr nolhwendigerweise diejenige Gerade Ai ent- 
sprechen, in welcher jene Ebene die Ebene E, schnei- 
det^ nnd welche abo doich den Eonkt ti geht (also 
die Gerade riOiZi); und «war mttssen die €»ei^deft 
A, Ai perspectivisch sein^ und namentlich den Punk^ 
In welchem die Aie f&t von jener Ebene A9( getroffen 
wird« zum Projectionspankt haben (L) and einander in 
der Durchschnittslinie eC| schneiden (im Punkte rri). 
Aehnliches findet statt» wenn die Gerade A durch den 
Ponkt s geht. Geht sie aber dareh den Punkt t» sd 
liegt sie zwar nicht niehr mit der Geraden Ai, die 
dann durch den Punkt zi geht« in einer Efajene» son^ 

Ii 
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40m. jo dieseiD Falle Uegen aie in emem einfadieii Uj- 
.pcdioIoM« welche« düB Ebene £ in dm Geraden 

und X, uud die Ebene £| in den Geraden und %i 
.achneidet; dem da die. Gerade A. durch den Pankt t 
geht, «0 ist aUemal ti dn Proieetlonsatrriil deiBelb^» 
;imd dann mufs die Ebene E^ das genannte Hyperboloid 
,II9g|i in einer andern Geraden Ai achneiden, welche 
aolhirendigerwdae dmchr den Punkt geht» weil z 
jedesmal Projectionsatrahl der Geraden A ist*). 

..£s igiebt demnach in den. zwei Ebenen £, £| drei 
Paar StraUbfia^M^ nSndich r and Zi, a und ju t and 
Xi, deren Strahlen, als Gerade A und Ai betrachtet, 
einai|der>paarwei8e entsprechen» und welche^ wie leicht 
.sa aehan^ an Ansehung dieser Strahlenpaare ^)ecü- 
mch sind, uud zwar liegen sowohl r und Zi, als s und 
perspectivisch, weil sie die Durchschnitte der Ebe- 
nen £» aaid..der Ebenenbtlschel 9(» Si aind» oder 
.weil ihre entsprechenden Strahlen (wie rr> Ziti) sich^ 
;sn 4^ Geradion eci schneiden. 

Demnach hat man ftirs erste das folgende Gesetz. 

«Den gesammten Geraden in einer der zwei 
£ben«n E» £1, aasgenommen die Strahlen der 
drei Strahlbüschel (r, s, t oder Z|, yi, xi), deren 
Mittelpunkte die Spitzen des Hauptdreiecks 
sind, entapreohen in der andern Ebene dio'ge- 
aammtHen Kegelschnitte» welche d4sm Haupt- 
dreieck umschrieben werden können» und 
auch nmgekehrf Und femor: „Die Geraden» wel- 
che Strahlen der genannten Strahlbüschel sind» 



*) Gehen die Geraden A, durch die PankJe r und z,, 
öder s und y, , so sind sie in zwei bestimmten Lagen projecti- 
visch ähnlich, gehen sie aber durch die Paukte i und Xgp 80 
fiodet dieses aar io eiaer Lage statt* 
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entsprechen einander paarweise, nJimlicIi es 
entsprechen sich die Strahlen der Strahlbü^ 
«ehislirtind Zt; s und jriy t ud x^v^nd es 'sind 
diese Strahlbüscbcl, in Ansehung ibrer ent* 
sprechenden Strahienpaarei proj ectivisch^ und 
k#Ar sind* die* «irel errten Paar Strahlfcüschd perspee^ 
^viscb, so dafs jedes Paar die Durchscbnittslinte eei 
tum perspectivischen Durchsbhmtt hat, wogegen yom 
dlitlen Piuir*(l nnd ij) atwel enispmhende Strahleil in 
dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je zwei 
mttsprechende Strahlen von r und Z|, oder s und yi 
perspecttrisehy nnd Ihr Projectionsponkt liegt* in^ de# 
Axe Sil oder 2(; ddgegen erzeugen je zwei entspre- 
chende Strahlen Ton t und Xi, ein einfaches Hyperbo- 
loid» niid diese Schaar Hjp^boloide faab^ die Vier 
Geraden 21 > Sit, x, ti gemein/*' • ' ; . . 

' b) Ein eigentbümlicher Fall, der zwar, wie man 
idien wird, sehen in dem Torstehenden Gesetz mit in* 
begriffen ist, Teidient, wegen seines ElnAttsse« anf'spä'- 
tere Resultate, hier noch näher erörtert zu werden, 
fis kann nämlich gefragt werden, welches* in jeder der 
swel Ebenen £, Ei d^ Ort derjenigen Fteikte sei, de»- 
ren entspr^hende in der andern Ebene unendlich ent- 
fernt liegen? Diese Fragd läCrt sich folgendermafsen 
Idcht beantworten. 

Alle Projectionsstrablen, welche nach den unend- 
' lieh entfeniten Punkten einer der' zwei Ebenen» z. B. 
der Ebene E, gerichtet siikd, sind* nothwendigerweise 
niit ihr parallel, und liegen folglich in einem hyper- 
bolischen Paraboioid (§. 52, 1, 2, e.)» welches von 
der Ebene in einem Regelschnitt, nnd zwar im All- 
gemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird. Dieser 
Kegelschnitt» der durch [Qi] bezeichnet werden mag, 
geht offenbar durch die drei Punkte Zt, ji» X|, weil 

, 17^ 
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durch jeden dieser Punkte eio der Ebene £ i^ralleler 
ProjectiottMtffehl gebt (dem aoeh der StraU x, welcher 
durch den Punkt geht, ist ab dieser Ebene parallel 
anmaehen). Auch folgli dab eine Aiymplote des Ke* 
gelschnitts [Qi] , oder im Fall er eine Bmbel H dab 
aeine Axe der. Durchschnittslinie eei parallel sei, weil 
ni^ttiiA E ehie 'AajmploleBebene des Paraboloids is^ 
(§. 53.)* (Aua gleieheii Gründen folgt» dala die andere 
Asymptote derjenigen Geraden parallel ist, in welcher 
die Ebene E^. von derjenigen Ebene geschnitten wIrA 
die durch II. oder <fi geht^und mit 9t oder 8( par 
fallel ist). 

Da nun aber jedem dem Hauptdreieck Ziyiii, in 
El, umschriebenen Kegdsehnitt, irgcaid eine Gerade 

in E entspricht (a.), so sind demnach alle unendlich 
entfernten Punkte der Ebene als in einer Geradep 
Q liegend anzusehen*), welcher nSmUch jener 'Kegel« 
schnitt tQi] entspricht. Aehulichcrweise mufs den un- 
endlich entfernten Punkten. der Ebene £i, oder ihrer 
mnendUdi entfernten Gerden, welche Rt heiben naf^ 
ein bestimmter Kegelschnitt [RJ iu E eutsprecheoi 
welcher dem Hauptdreieck rat umschrieben ist, u. s. w* 
Wenn Insbesondere emer der xwei Kegelschnitte [Kl 
CQi] ^^^^ Parabel ist, so ist es der andere ebeufallsi 
waa leicht nachzuweisen ist; u. s. w. 
Abo folgt: 

,,Dafs den unendlich entfernten Punkten 
jeder der zyvei Ebenen E, Ei eiiv bestimmter 
Kegelschnitt [QJ oder[R] in der andern Ebene 
entspricht, welcher dem üauptdreieck um- 



♦) IHiscs ist in der Perspectivlehre eio bekannter alter Sat«; 
im zweiten Abschnitt wird er einfacher ond kkrer dai^estelU 
werden* 



Digitized by Google 



59, If. Ueber Abhingigk« yerscbledenartlgcr Figareo* 261 

schrieben ist, so dafs also )eue Punkte als in 
einer Geraden Q oder R| liegend angesehen 
werden mflteen; ron jedem der swei Kegel» 
schnitte, die im Allgemeinen Hyperbeln sind^;, 
ist eine Asymptote der Durchschnittslinie ee^ 
parallel; ist einer derselben eine Parabel, so 
ist es auch der andere, und dann sind, ihre 
Axcn der Linie ee^ paralleL** 

c) Ueber die ▼erstehenden Resnltate (a, b.) sind 
noch folgende nähere Umstände anzugeben. Wenn 
naailich der Geraden A, wie sie in (Fig. 55.) gezeich- 
net vorliegt, der Kegelschnitt [A|] entsptichti so wird 
Jedem Kegelschnitt der sie bertihrt, und zugleich dem 
Hauptdreieck rst umschrieben ist» z. B. dem Kegel- 
schnitt der sie in a berührt nnd der durch [T] be- 
zeichnet werden mag, eine solche Gerade T,, in £i, 
entsprechen» welche den Kegelschnitt [AJ in demjeni*- 
jgen Punkte il| betührt, der jeneia erstgenannten Punkte 
a entspricht; denn da A und [T} nur den einzigen 
Punkt a gemein haben, und da jedem Punkt in £, im 
Allgemeinen, nur eni einzige Pnnkt in £| entspricht, 
so können folglich aneh [AJ und T| nicht mehr als 
ein Punkt gemein haben. 

Da ferner die Strahlen ra und einander ent- 
sprechen, und zwar da den Punkten a, die Punkte 
0|Y Zi entsprechen, so sieht man, dafs wenn der Strahl 
ra sich um r dreht, bis die Punkte a und )i mit } lo- 
^ sammenfallen, dann der Punkt di sich nach Zt bewe- 
gen wird, bis er sich zuletzt mit ihm vereinigt, so dafs 
alsdann der StraU Zitt den Kegelsehnitt [AJ in %i 
berührt. Eben so wird die Tangente fibx9 wdche 



*) Die QoeadUch eatCemUn Packte dieser Hyperbek entepre- 
chea einander. 
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i^^dacbaiU [AJ in berührt, durch dea SUahl 
8p5 bestimmt und geftiDden. 'Und ebenso ist die Tan- 
gente im Paukte X| derjenige Strahl, \i?eicber dem Strahl 
ent^nchtt AUot 

„Wenn in den zwei Ebenen E, Ei irgend 
eine Gerade und der ihr entsprechende Ke? 
gel^ebnitt» z* B« die Gerade A ii| E and der Ke!> 
gelschnitt {K{\ in £i, gegeben sind, so ent- 
spricht jeder beliebigen Tangente Ti des Ke- 
gejfchnifts ein bestimmter Kegelschnitt £T]1 in 
der andern Ebene, welcher jene Gerade A ber 
rührt, und zwar in demjenigen Punkte der 
deip Berü^irungspunkt jener Tangente eat»» 
ffprichU denjenigen Tangenten aber, welche 
den gegebenen Kegelschnitt in den Haupt- 
punktea x«, ji, %% berühren, eutsrechen die 
Geraden tjr, st), rj, die in der andern Ebene 
die Ecken des Ilauptdrciecks mit denjeuigea 
Punkten, j:, p, | yerbioden, in welchen dieger 
genüber liegenden (Seiten x, y, z von der gege^ 
beueu Geraden A geschnitten werden" 

Für den vqrerwähnten (b.) Kegelschnitt [Q^J iiib- 
det man hiemach seine Tangente ji%x im Punkte ji, 
wenn man den Strahl s6 der Seite j parallel zieht, 
weil nänilich in diesem Falle die ihm entsprechende 
<>erade A (oder Q), und mithin auch der Punkt 9 in 
y, unendlich entfernt ist, Lbeuso wird dessen Tan- - 
gente ^ Pmikte Zi und fihnlicberweise wird dessen 
Tangente am Punkte Xt gefunden; oder die l^ztere 
kam) auoh mittelst der zwei erstem gefunden werden 

42, IV, JO, . Gleiches folgt für den Kegelschnitt [R;]. 
Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Rüd>« 
sieht auf (§. 36, Ende) und (b.), kann man nun auch 
leicht erkennen, von welcher Art der Kegelschnitt sc^ 



uiyiii^Oü by Google 



S9,lf. Udttr AbUDgigk. YMcUedeiiirtigerFigareD* 26X 

m 

weldhtr u%inii ebier Gienidai.iii eintr deFairAHMMft 

£, El eutspricLt, uäoilich : • > . .: 

» 

,,Der Kegelscbuitt» welcher B..B« def Ger«« 
den A entspricht» Ist /entweder 1) Hjpolrkel^ 
oder 2) Parabel, oder 3) Ellipse, je nachdem 
die Gerade A den Ke^eischniU [&} 1) schnei« 
det, oder 2) berfihrt» odet 3) gar nickt trifit.? 

d) Mittelst der bisherigen Resaltate lassen • sic&, 
nun weiter leicht die Haupteigenachafteu derjenigen Fi^ 
gur angeben y welche iigend einer gegebenen knunncii 
Linie cutspricht. Denn angenommen es sei G eine 
beliebige Curve nten Grades in der Ebene und Ci 
sei die Ihr. entsprechende in der Ebene Ei»'sa wird^ 
da C von jedem dem Hauptdreieck rst umschriebenen 
Kegelschnitt [rstj» iia AUgemeinen und höchstens» 
in 2 n Punkten geschnitten werden. kann» und da aUen 
diesen Kegelschnitten die gesammten Geraden in der 
Ebene Ei entsprechen (a.), die Curve Ci von jeder 
dieser Geraden» im AUgemeinen und höchstens, dl»en* 
falls in 2n Punkten geschnitten, und folglich wird diese 
Curve, im Allgemeiuen, vom 2 nten Grade sein« 

Da feiner die Cnrve C jede der drei. Seiten 7«. 
flb des Hauptdreiecks, im Allgemeinen, in n Punkten- 
schneidet, so mufs die Curve Ci die drei Hauptpunkte 
Si9 Jt9 V ^ sogenannten singulftren Punkten haben» 
nSmlich jeder derselben ist in Bezug auf sie em n f a^ 
eher Punkt (1.)* Die n Taogenten der Curve Ci in 
)edem der drei Punkten Xi, jt» s» 'sind veraMIge der 
Durchscbnittspunkte, in welchen die Seiten x, y, z von 
der Curve C geschnitten werden, sehr leicht zu finden, 
denn ist etwa p ein solcher Durchschnittspunkt, so ist 
der dem Strahle S96 entsprechende StraU y^ii ^ine' 
Taugeulc der Curve Ci im Piuiktc (c). Berührt 
die Curve C eine der drei Geraden it St so cüt- 
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ipiicbt dem Berübraof^apuiikt ein Rüc|Lkebrpai>kt in 
ikr Cnnro Cm «md sw^» so oft eine lener Geniden 

TOD C berührt wird, 80 yiele RQpkkebrpuqkte der 
eind ii| disuiy der ledesnialigen Geraden, entsprecbeodeii 
PiipM» Xi» STif S| veretniget IMe eipen Rflekkehrpuikl 
zugebfirige Tangeqte ist, ebensp wie vorhin, leicht zu 
' findepi epbfiid lUMnlifdi .4^ ibm entsprechende Berübr 
/ fiipg9p«vAt ^«g^M^ bt, (Sind-iiDtar den geoaimteii 
Rüpkkehrpunktcn anch diß Wendmigs- pder Beik 
SUPS^pu^k^^ mit iubegriffen?) 

Dil» Cinre C| wird opthwendigerweiie an 1» oder 
2, oder 3 Grad erniedrigt, wenn die ihr entsprechende 
^^gebene Cnnre C durch 1, oder 2, oder ulie 3 Uauptr 
panble ?9 t gebt (d. |i. darcb jedep irar etomel 
g^bOy ^cii uäiDÜch unter diesen Umständen jeder der 
genannten KegekcbpiUe |^rstj die Cin^e C> aufser )e- 
nen Fmikten, nur m 2pt1, oder 9p*9> oder 2d-9 
Puiiktpn schneiden k^Dii. 

^enn insbesondere die gegebene Curve Q nur 
vfHli 8teo Qrsidy elsp eMi VLegelscbnüt» iety so ist dem- 
nach die ihr entsprechende Curve Ci im Allgemeinen 
vom 4ten Grad und hat die drei Hauptpunkte Xi,yi,Z| 
^ Pf)]p|»^Ipoi|kUai*). Qder irepp die beBpodem 



Berührt der gegebene Kegelschnitt C «He drei Seiten y, % 
des HavptdEei^ks rat, so ist G, , zufolge des Obigep» eine solche 
^lunre 4teii Gftdet» welcfae die drei Haupipuidrte X| , , %^ su 
Rfickkehrpuj^ktep l^t; und weiter folg(» mit Rttckdcht auf (42, IV» 
1, Uqks.)» dafs die dr^si Tangeiiteii in den drei Rt)ckkehrr 
paukten der Curye C| einander allemal in irgend einem 
Punkte treffen. ^ Findet dieses letztere \t\ jeder beliehigeu 
Curve 4ten Grades» we|phe drei lluckkehrpuakte hat» statt? Oder: 
entsprechen den f^esamuiten Kcp;f]schnittt'n, wclqlit: dem lläupl- 
^nisril xyz t'iuj;is^:Iirifbrn werden können, auch die gesammten 
Curviii 4teu Gradvtii >>^^<^lch^ die ^r^i Punkte ^ yi» z,> z^U^ck- 
keljr|>uiikl^ l^fth^u- *' 
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F&Ue mit zusaimnenfafst« 80 kann mm sagen: „t» sei 
Ci entweder vom 4ten, oder dte», oder Steo» oder 
Itea Grad, }6 nachdem der gegebene KegeU 
echnitt C entweder durch keinen, oder 1, oder 
% oder alle SHavptponkte r, e, t geht/ Der dritte 
Fellf wo Bftmlicb Ci von 2tett Grade, und also aaA 
ein iLegekcbnitt ist, (pigt auch aus (§• 51, IV, 9.), wo- 
nach» wenn %f Bf der gegebene Kegelschnitt C durch 
die Punkte r> s gebt, dann seine simnitlichen Pro}eo* 
tionsstrahlen in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
weiches Ton der andeni Ebene £1 in eine» K^;elr 
siphnitt Ci geschnitten wird, der nothwendigerweise 
durch die Punkte Zi, gebt. Dasselbe folgt übrigens 
auch aus der Eigenscbaft, dais die Strahlbüschel r und 
^1, 8 und yi, t und Xi projectiyisch sind (a.). Denn 
gebt der Kegelschnitt C etwa durch die Punkte s, t, 
so erhalten die Sirahlbüschel s» t durch ihn eine pro- 
. Jectirische Beziehung (§. 38» III.)» da sie aber, wie 
ticbon bepierkt worden, bezicblich mit den Strahlbüscheln 
Jt> projectivisch sind, so sind folglich auch die letz» 
tem unter sich pro^ectirisch und erzeugen ^en Kegel- 
schnitt Ci, welcher durch ihre Mittelpunkte yi, geht, 
und welcher offenbar dem Kegelschnitt C entspricht« 
Also: 

„Jedem Kegelschnitt C in der Ebene £, 
welcher durch irgend awei der drei Haupt-* 
punkte r, s, t geht (aber nur durch zwei)» ent- 
spricht in der andern Ebene Ei ebenfalls ein 
Kegelschnitt Co weicher durch die jedesmali? 
gen 9wei entsprechenden Hauptpunkte Zi/y^» 
geht; und auch umgekehrt." 

3) Die vorstehendeu Resultate (2) sind die Funda- 
nientabStze über die Abhtogigkeit der Figuren in den 
zwei Ebenen £, Ei von ciuauder. Es lassen sich aus 
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ibncn iminiltelbar eine grofsc Reihe weiterer Folgerun- 
gca cotwickebi, die za einigen interessanten Sätzea 
fahren. Naeh der Art, wie idie FignreD in dm vwti 
Ebenen von einander abhängen, ist nämlich klar, dafs 
gewisse Eigenschaften und Sätze, welche Figuren oder 
Gebiidm in der einen Ebene xakommen, also die mei- 
sten Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., die im er- 
sten und gegenwärtigen dviltea Kapitel über projcc- 
tiviscfae Gebilde und sonstige Figuren in der Ebene 
aufgestellt oder betrachtet worden sind, auch auf irgend . 
eine analoge Weise in der andern Ebene (wenn auch * 
bei ganz Terschiedenarügen Figuren) statt finden mfis- 
sen. Einige .Beispiele werden hinreichen, diefs zu er- 
läutern. 

Den Figuren und Gebilden, ihren Eigenschaften 
und den ihnen zukommenden Sätzen und Aufgaben in 
der Ebene E, entsprechen folgender Gestalt die Figu- 
ren und Gebilde, deren Eigenschaften, Sätze und AuC- 
gabcn in der Ebene £i: ' 

In der Ebene £ entspricht ••••• in der Ebene E| 

A. 

1) Einem bestimm tea D£ia beatimmterPanktai. 

Punkte a: 

2) Den einzelnen Eck- 2) Sämmtliche Punkte der 
punkten r, s, t des Hanpt» Seiten r,,a|,t| des Hanpi- 
dreiecks: dreiecks. 

3) Den drei Strshlbft.. 3) Die dreiStrshlbfischel 
schein r, s, t; i, , y,, x^. 

4} Einer Geraden wel« 4) Ein Kegelschnitt [A 
che durch keinen der drei der durch die drei Uaupi- 
Hanptpnnkie r, t geht: pankte z,, j^, Z| geht 

5) Yierharmoni8chenPunko 6)yier harmoniache Punk- 
ten der Geraden A (yennt^ tc des KegelachaiiU [A,] 
8.): (J. 43, 110. 

6) Irgend zwei Punkten 6) Zwei bestimmte Pnnk- 
a> <; der durch dieselben te a«» Ci; der dareh sie aad 
bes^moiteaGersdea A; und darch die Haapipnnlcle Sit 
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dem durcli dieselben und > X| gehende Kegelschnitt 

durch die Hauptpunkte r, s, t [A,]; und die durch diesel- 

bc8tinimtenKogelscLitl[TJ: ben bestimmte Gerade T,. 

7) Irgend einem Strahl- 7) Eine Schaar KegeU 
büschel d. h. der Schaar schnitte [Bf]> die durch die 
Gerader die durch irgei^d Hauptp. z,, y,, x, und durch 
eilten Punkt B gehen: einen bestiramteii vierten 

Punkt Bj gehen. 

8) D:» sich unter denStrah- 8) So befinden sich unter 
len dieses Strahlbüschels der Schaar Kegelschnitte 
B, im Allgemeinen und [B,], welche durch vier ge» 
höchstens, zwei befinden, gebene Punkte z,, y,, x,, 
welche den oben (2, c) ge- gehen» im Allgemeinen un4 
nannten Kegelschnitt [B] bdcbstens» swei Parabeln, 
berühren: 

9) Irgend vier harmoni- 9) Vier harmonische Ke- 
scben Strahlen des Strahl- gelschnitte [aj, [bj, [C|]» 
büscheis B, also vier bar- [d,] der Schaar l^egel« 
inonischen Geraden a«b, c,d; schnite [BJ. 

Piese vier Geraden schnei- Diese vier Kegelschnitte 
den jede an.dere Gerade A schneiden jeden Kegelt 
in yier bar monischen Pank* schnitt [A,] in vier harmo- 
ten (§. 8, IL): nischen Punkten; 

IJnd jeden Kegelschnitt Und jede Gerade T, die 
fT}f der durch ihrenMittel- durch ihren vierten Durchi 
punkt B geht, ebenfalls |n schnittsp. geht, auch in 
vier harroonischenPunkten: Tier harmonischen PunkteUt 

10) Liegt der Mittelpunkt 10) So vereinigt sich der 
B de^Strahlbflachela inshe- 4te PunktB, mit demHanpt- 
sondere in einer, der drei pvnkt y^ und die SchaarKe« 
Seiten Zf s dep Hanpl- gelschnitte [B^] beben im 
dreieckf» etwa in p in der Pnnkte eine gemelntt 
Seite ys Tangente ^ib^* 

11) Den pro|eotiTi8'ehen 11} Analoge Beyiehnngen» 
Beiiehnngen der Geraden Eigenachaften» Sltie, Au& 
nnd Strablbfiaebel, den Eii> gaben nnd Poriamen heiKe^ 
genachaften des Tollatlndip gelschnitten [S|7|Z|]» d« h, 
gen Yiereeka nnd Yievaeiti, (ei Ke^elaehnitten, welche 
nnd Aberhanpt den meisten durch die dreil(anp'tpnnkte 
Sitacn» Aufgaben nnd Po» s,, ^j« x« gehen, 

rismen» welche im ersten V% •> w« 

Kapitel nntersncht worw 

den: 

U. a. w. 



I 
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1) fiinemKegelpohnitt [T]; l) Eine Gerade T,} die 
der Schaar Gerader @ die Schjidr Kegelschnitt [0,] 
ihn berftbren; nnd ihren Be* die sie berühren; nnd Ihre 
rfibrangspanlcten: Berührungspunkte, 

2) Da sich unter dieser 2} So befinden sich anter 
Seheer Gerader (B* \\a All- derSchaar Kegels. C0|}, die 
gemeinen nnd höchstens^ dnreh 3 Punkte i(| t 7i » 
▼iei>e befinden* welche den gehen iiBil eine Gerade T 
Kegeleehnitt [K] hertthrent berühren» Im Allgem. und 
d. h. gemeins. Tangenten h5eheteiii^*Tier Parabeln« 
der Kegels. [T]» fßi] sind; 

3} Irgend Tier Ton dieaen 3) Vier von diesen berüh- 
berflhrendenGersdenO» die rendenKegelschnitten 
harmonisch sind ($.43,IL); die harneniaeh aind; 

Sie^ aelineiden }ede der Sie aehneiden jedeo der 
fibrigetf» %ut Sehaai O ge- ihrigen« tnrSchaar[€l|] ge» 
hSrige' Gerade, In Tier harr hörigen Kegeli»t vi^v 
mo^iaehen Pnnklen: harmeniaehen Pnnkten; 

^ ündihreBer(lhvnngapnnk« |Tnd ihre Ber Ahr nngspnnk- 
fe aind vier harmeniache te aind Wer harnoniaehe 
Punkte den * Kegelaehnitta Punkte der Geraden T (U 

4) Pa Irgend iwei Kegel- 4) So gieht et vier Ee* 
aednltte [M], LN) TO» Tjer gela. [a,], [bi]» [cA [d,] we- 
heatlmmien Geraden a» b> Ton |eder irgend iwei ge- 
e» d herfthrt werden: gebene Gerade S, R W 

r0hrt» 

6) Den sahlreiehenSltsen 5) Analoge Sitte vndA«^ 

nnd Aufgaben, die oben» gaben^ die ateh almmtllch 
von (S. 42) bis (§. 4a) aufge-f anf die Gerade T nnd auf 
atellt sind, undwelche sich die aie schneidenden und 
auf einen. Kegelschnitt [Tj berührepden Kegelschnitte 
und auf dessen Sekanten [Z|y|X^], so wie auf andere 
und Tangenteni so wie auf b e s t i m m t e Kegelschnitte 
bei icbige andere Gerade [«»yt**! bc»ieheft, 
beziehen, als z.B.denSätzen 
über die dem Kegelschnitt 
[T] um- and eingeschriebe- 
nen Sechsecke, Fünfecke, 
Vierecke und Dreiecke; 
über harmonische Pole nnd 
Gerade» ^. a. w,: 
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' C. 

1) Bitte* KegelMlmHtact 1) Eis KcgcUelinltt der 
diareti irgend swel 4er drei flnreli die' eBU|ireebeDilett 
Hauptpaakte t»^, t gebt^ iwei ffinpt^vttkle gefi«, «1. 
etwa einem Kegelaelfttitt so eitt Kegel tebiiitr i:t,y^]) 
[rs] der dvrcji r, • geitt* die elfemtliekea Kegeln 
defl siBiiBUielieii Geraden eebniUe [0 J die ili& be« 
0 die Iba berttbrest ead ftt-bren» «od ibte Berfb« 
ibreii BertbrnngsJ^anktaiii raUgspattkte. . , 

Da Toii der Sebear Gera- ] So befinden eicb nnteir 
der 6* iin Allgemeinen attd Jler Sebaar Kegelacbnitte 
bOchstetis, vier den Kegel- [©J, ioi Allgemeinen und 
schnitt [R] berühren: höchstens« vier Piirabeln. 

2) Den vorerwähnten SS- 2) Analoge SStxe nndAaCf 
tzefl and Aafgabcü (B.3a.54): gaben. 

3) Der Schftar Kegel- 3) D i e Sckaar Kegel- 
schnitte, v<relche dnrch die schnitte^ welche in den 
?ler Pankte r« a, || 9 C^ig. Punkten 2„y, zwei gemein- 
65.) gehen} achaftliohe Tikngenien ha« 

bea 

4) Der Schaar Kegel- 4") Die Schaar Kegel- 
schnitte» die durch zwei schnitte^ wel che durch die 
Hauptpunkte r, s und durch drei entsprechenden ^unk* 
einen beliebigen Punkt p te Z|, y,, gehen^ und ei* 
gehen, und irgend eine Ge* nen bestimmten Kegel« 
rade A berühren: schnitt [Af] berühren. 

Oder, der Schaar Kegel- Die SchaarKegelfichnitte, 
schnitte, welche durch r, s welche durch z,, y^ geheri 
gehen und die Gerade A in und einen Kegelsc hniti[A,] 
einem gegebenen Pankte a in einem Pankte a« berfilK 
berühren: red* 

Oder, der Schaar Kegel- Die Schaar J&egelschnittib 
schnitte^ welche durch r, s welche durch Z|, y, gehen 
geben und irgend zwei ge^ nhd zwei bestimmte Kegel- 
gebene Gerade lU II be* nebniUe EM«], C^^,] berdb* 
rfihren: ren. 

Oder» der Schaar Kegel* Eine Schaar Parabeln» 
icbnitte, welche durch r, s welche darcb <|, gehen 
gehen nnd denKegelachniil nnd deren Asen parallel» 
[R] in irgend einem Pank! g nach einenlnnendl. e»lfern« 
berübren: ten Ponkt geriebiel aind» 

ü.' t. w. 
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5) Da irgend zwei Regel» . 6) So wenden irgend swei 
Bchniiie {tb] im Allgeniei- Kegelschnitte [s^yi]- von 
nen Ton vier be«timmtei^ yier bestimmten Kegel- 
Geraden hfl e« d becfthri eelinitteii.£aj,[b|]> [cj. [d«l 
Werdens. . jber.Aliti 

1) £inem beliebigen Ke- 1) Eine bestimmte Cürve 
gelschnitt C; den ilin be- 4ten Grades; die sie berüb- 
rfthrenden Geraden ih- renden Kegels. [®|]; ihre 
ren Berfibrnngspnnkten: Beruhrüngspnn'kte. 

2) Den Sätzen nnd Aofga- 2} Analoge SStze» Aafge- 
ben* Ton (§. 420 bis (§. beji nnd J^orifmen* 
namentliih denPoriatnen in 

Rieraacli debt iiiaü, iM^ tne sdion erwttbnty die 

meisten Resültate, i/velche bei frühem Betrachtungen 
entwickelt worden» und welcbe sieb auf Figuren in der 
Ebene bezieben , und zwar Torzugswdse dasNelzgewe- 
beartige derselben betreffen, sich nach den vorstehenden 
Sisb^nata auf mebrfacbe Weise trave6tiren bissen; nSm- 
lidi diejenigen SSfze» Aufgaben^ etc., wobei blofs Punkte 
und Gerade (Vielecke, Yielseite, projectivische Gerade 
und ebene Strahlbflschel» etc.) vorkommen» nach (A.)» 
kommt äuber diesen Elementen nocb ein einsehier Ke- 
gelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte Tor, 
nacb (By C und D0> und «kommen in den Sätzen etc» 
ausser jenen Elementen^ beliebige Kegelscbtiitte vor» nach 
(D.)* Auch lassen sich die neuen Resultate wiederum 
auf dieselbe Weise umwanddUi u. a. w* Wollte man 
jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen» so 
würden sie ins Langweilige führen, sie würden nichts 
wesentliches Neues enthalten» mithin weniger wichtig 
aein» als £e einCscben ElementarsStze» von welchen sie 
hergeleitet» und von welchen sie im Grunde nur ^Is 
Canicaturen erachienes» 
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Die obigen SStee (red^fs),; wdche mekC nur' ange- 
deutet siud, yvird man leicht vollständig aussprechen 
können Uebrigens führt der Gang der JBetrachtong 
projectivischer Ebenen und Strahlbftecbelnoch'Toa.ei- 
ncr andern Seite nothwendi gerweise auf dieselben 
zurück ) wo sie aladann theils umfassendeF, theüs mehr 
ins Einzelne und Beeondere eingdhend^ ditigeetellt met* 
den sollen. . • « * . 

III. Der vorhergehenden Betrachtung (II.) steht» wih 
ep der in diesem Werk tibetlkll bedbachtete 'Gegematu 
erheischt, die folgende Betrachtung zur Seite, von wel- 
cher ich aber nur sehr kurz einige wesentliche Hanpl» 
moibente andeuten werde» 

1) Bringt man nämlich mit den Boppelgebilden 
8ti % (L) irgend zwei Strahlbüschel D| in VerbiU'- 
dnng» so bssoi sich diesem mittelst des doi erstem su^ 
gehörigen Strahlsystems entsprechenderweise aufeinan- 
der beziehen, wie vorhin die Ebenen £, £i. Denn 
durch jeden Strahl des Strahlsystems [Wi] geht» im 
Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen als des an- 
dern Strahlbüschels D, Di^ z. B« durch einen bestimm« 
ten Strahl a wird eine bestunmte Ebene a» In D» und 
eine bestimmte Ebene in Di, gehen; je zwei solche ' 
Ebenen sollen „entsprechende Ebenen'* (oder jede 
soll die ,»a Chief e Projection''- der andern) heÜMD» 
Jeder Ebene in einem der zwei Strahlbüschel D» Df 



*) Es hedeotet vStaoMk M den obigen SütieB flbrigens 
eadi schon m dem mien ZosanmieBhaiig sn scUielaen ist)» s*B. 
das Zeichen [i«7tXj: ein oder mdireie Kcgelaelimtte» wdehe 
durch die drei Hanptponlcte z,» j^, gehen; [S{7i]: ein oder 
mehrere Kegelechnitte» welche durch die swd Hauptpunkte Sf » 7« 
gehen; [NJ, oder [aj» oder [® J: ein Kegelachnitt, welcher 
durch die dreiHauptpuikkte Z| , y«» geht, nnd einer bestinunten 
Geraden N» oder a» oder fai E, entspiidit; o. s. w« Aehnli« 
ches g^t von B«. 
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flliti|irioliC demach eine beetuBöite Ebene im 

andern Strahlbflschel, ntid von cH^seiii allgemeinen Ge- 
setz finden, wie man sogleiich sehen wird» nur wenige 
AmoalinieB etttt 

Zuvörderst m6%em fSr ^«viriss#EIeiiieflle Wsondere 
Bezeichnungen und Benennung festgesetzt werden. Näm- 
UA es eoUen die zwei £be»e& in D§ wekhe dofdi die 
Axen 91, gehen, durdi r, s und ihre Durehsdinitts- 
Uliie durch x, und andererseits sollen die zwei £be^ 
tien in Ol» welche dmtb Sl» Sit gehen^ durch zi, jt 
und yMDiirehselutiflsliiiiadvreh tt beoedehiiet werdcns 
t und ti sind also diejenigen Strahlen der Strahlbüschel 
I>» Du welche beide Axen % 8^ scheiden« wd iolg- 
Geb zngleicdi dem Strablsjstem [ttSil angehOrea Fer^ 
lier soll dieijenige Ebene in D, welche durch den Strahl 
tt inl>| geh^ durch t und die DurdischnitlsliniePi wek 
die sie mit den Eiielieii r» s iHMet« dorch y» z, end 
andererseits soll diejenige Ebene in Di, welche durch 
ieO Strahl x inDgehti durchxi utid ihreDurchschnittSi^ 
liliiett mit den Ebenen Zi, y,, durch Si, r, bezeichdet 
Werden% Die Ebenen r, s^ t und Zi» y^, X| sollen fort- 
am die MHa^uptebenen»'' die Strahlen z» j, z und ru 
6i, ti die „HattptstrableB,'* eder die Dreiflacbe tst 
und z^y^Xi sollen die „Haupt dreiflache" derStrahl-^ 
büschel D und Dt beiCBen« Auch mögen die Ebenen* 
paare r und s and yi, t nnd xt entsprechende 
Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und r^, y und 
St» z nnd tt entsprechende Hanptstrahlen geüannt 
werden« Endlidi soll derjenige Strahl« welchen beide 
Strahlbüschcl D, Di gemein haben (die Gerade durch 
ihre Mittelpunkte D, Dt), dur<:h ect bezeichnet wer« 
den« «Sodann lassen sich die TorgeDannteii Aasüabmen 
folgender Gestalt angeben (vergL 11^ 1.}« 

uDie 
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„Die 8ämmtlichen Ebenen der Ebencnbü- 
jichel «I jf s uod ri, 81» ti haben beziehlicb die 
einseloeii HauptebeneD z^, y^, X| und r, t za 
entsprechenden Ebenen; und ferner: jedeEbene 
desEbenenbüscheis eei entspricht sich selbst 
oder et sind in ihr zwei entsprechende Ebe« 
nen vereinigt." 

Mittelst der Hanptebenen r^s, t und %u Ju läfst 
sich za jeder gegebenen Ebene des einen oder andern 
Strahlbüschels I)| die ihr entsprechende Ebene fin- 
den (ähnlicherweise wie oben entsprechend^ Punkte 
(II, 1.)). 

2) Es entsteht nun weiter die Frage» wenn in ei* 
nem.der zwei Strahlbüschel Dg irgend ein bestinun* 
tes System Ton Ebenen gegeben sind^ welchem Gesetz 
dann die ihnen entsprechenden Ebenen im andern Strahl- 
büschel unterworfen seien? Die Antwort liieniuf ergiebC 
sich sehr leicht; 

a) Man denke sich zunächst irgend einen Ebenen- 
bOschel A im Strahlbüschel D, so werden dessen Ebe- 
nen J^*«««« durch solche Strahlen a, des 

Strahls jstems ['21 ^1] gehen > welche in einem einfachen 
Hyperboloid liegen (L) oder (§.51«J^ und daher werden 

die ihnen entsprechenden Ebenen ai, Ttf mJ^t 

irgend eine bestimmte Kegelflächc zweiten Grades [AJ 
umhüllen (§. 51, 1V| i.), welche nothwendigerweise dem 
Hanptdreiflach ZiyiXt eingeschrieben is^ weil dorch }e« 
den der drei Hauptstrahlcn z, y, x (in D) eine Ebene 
* des Ebenenbüschels A geht, und weil diesen Ebenen 

Ebenen Zi, yi, Xi entsprechen (l*); (anch berührt 
die Kegelflächc [A,] diejenige Ebene A(eCi), welche 
durch die Axe A und durch den Strahl e et geht» weil 
dieselbe sich selbst entspricht (1.))« Also: 

uDen gesammten Ebenen irgend eines Ebe- 

18 
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ncnbüschcls in einem der zwei Sirahlbüschet 
D, D|, wie etwa den Ebenen des Ebencnbü- 
8cheU A in D, eBlsprecben im andern StrabK* 
büscbel Dl die gesammten Berflbrangsebenen 
irgend einer bestimmten Kegclfläche zweiten 
Gerades [AJ, und iwar befinden sieb unfef 
den letztern allemal die drei Hanptebelieifr «t, 
yi, Xi." Oder: y,Jedem Strahl in einem der zwei 
Strabibfiscbel D|, wie etwa dem Strabl A 
inD, entspricht im andern Sfrablbfiscbel Di iK 
gend eine bestimmte Kegelfläche zweiten Gra- 
4es|[Ai]» welcbei demHanpIdreifiach ZtyiZ|'ei»' 
geschrieben ist, nnd aucb umgekehrt; so dafs 
also den gesammten Strahlen des einen Strahl- 
büscbels» die gesammten Kegelfiächen «wei- 
ten Grades entsprechen, welche im andern 
/ Strahibüschel demUauptdreiflach eingeschrie- 
ben sind.'* 

Bei diesem allgemebien Gesetz finden folgende Aus- 
nahmen statt. Liegt die Axc des genannten Ebenenbii- 
scheb A in einer der drei Haoptebenen r, s^ t, so ent- 
spricht ihm in Di ebenfalls ein El»enenbü8chel A| , des- 
sen Axe beziehlich in einer der drei Hauptebenen Zi, 
jif Zi liegt; (die Ebenenbüschel A» At sind projecti- 
Vischy liegen ihre Azen in r nnd z, oder in s inid ji, 
so sind sie perspectivisch, liegen dieselben aber iu t 
und Xi, so erzengen |ene ein einfaches Hjperboloid, 
welches allemal durch die Vier Geraden 9f, Sd, t, 
geht; alle möglichen zusammengehörigen Axen A und A| 
erzeugen drei Paar projectivische eigene Strablbtischei 
r und Zi, s und ji». t und X| (in D und D,), woyon 
die zwei ersten Paare perspectivisch sind, nämlich sie 
haben % zn perspectivischen Durchschnitten und je- 
des hat den Strahl eci zur Projectionsaxe, u. s. w.). 
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Ebenen in D, welche irgetlll eine Kegelfläche K vom 
nten Grad umbüUeDy iiad fr^gt, was für eine KegeU 
fliclie Kl die ifaMi entspredMadea Ebeoeii In Df ke- 
rühren, so ergiebt sieb die Antwort ebenfalls sebr leicht 
Denn da irgend eine KegelflAche zweiten Grades [Tj, 
urelche dem Hnqrtdreiiieh rtl dageechrieliaD isl» «ü 
der gegebenen Kegelfläcbe K, im Allgemeinen und höch* 
9ten8, 2B(n~l) gemeinschaftliche Berilhriingsebenen ba^ 
M ^eben dnrdi k^ead eiatn bestiMteD Strabl Tt (der 
jener Kegelfl. [TJ entspricht (a.)) io Dt, eben so viele 
Ebenen, wekbe die KegelflUehe K| berühren, nnd foi§« 
lieh ist die leürtei«^ im AHgenieineD, rmk d«r in(ii-l)leB 
Classe (S* 41, III, Note.)- Ha femer darch jeden der 
drei Haupt«tralden z, y, x, in D, im Allgemeinen n(n~l) 
Ebenen geben, welebe die ^ebene Kegettii^ K bn* 
rühren, so mufs die Kegelüächc Kj jede der drei Haupt«» 
ebenen zt, jn ^tp im Aiigemeinen, n(n-l) mal berOii- 
rcn; n. s. w. *) 

Ist die gegebene Kegelfläche K insbesondere nur 
vom zweiten Grad, so ist die ihr entsprechende Kegel* 
iSche Kg, nn Ailgeneinen, von der 4len OtMer md 
berührt jede der drei Hauptebenen Zi, yi, doppelt; 
oder es ist in diesem Falle die FiHebe K| entweder von 
der 4fen, Sten» 2ten^ oder Iten Cbeie^ \e neebdeni 
Fläche K entweder keine, eine, zwei, oderalle drei 
Hauptebenen r, s, t berührt Abo: 

,^Jeder Kegelf Iftehe xlfreiCea Grades K in 



*) Ist z* B. die gegebene KegelßSche K vtfoi iweiten Grade, 
taä gebt sie dureh die drei Hurfrtrdilen z> y, x, ist die ihr 
enlspredieiide Kegelfläche K| von d<sr Yieriep .Glasse, and hat drai 
Weadengsstrahlen, in weichen sie von den drei lUaptebenea 
• 7i 9 ^1 berührt wird, urid wdehe .in eiderfibene liegen; v. a. w. 
{ywf^ obca li^ 2, 4 N«te.), 

18* 



üiyitized by Google 



276 l^ettckie Aanibilumg. 59« IV. 

frelthe irgend zwei der drei HftD|itebcDen 

r, 8, t berührt, entspricht in D| ebenfalls eine 
Kegeifläche zweiten Grades Ki, weiche die 
iwei entsprechenden (1.) Hattpteb«enen Z|| ju 
X| berührt; and «neh nngekehrf 

3) Mitteist der versteheodcn Fundamcntalsäfze (I. 
oind 2.x idxir die gegensekige Beuehong der xwei Strahl- 
büschcl D, D| , lassen aich nun Shnlicheriireise^ wie oben 
(II, 3.) bei den Ebenen E, E^, die daselbst angezeigleu 
Heihen vte Etgensefaaften, Sätzen, Aufgaben, n. s* w. 
[wenn diese zuerst, TenuOge ($»33^ u. $.48,), auf einen 
der zwei Strahlbüschei übertragen werden], auf eine 
neue Art traveatiren; ich beguflge arich abor -damit, hier 
daVanf aufmerksam gemadit zu- haben; im NSdislfolgeii^ 
den (iV.) sollen einige dahin gehörige Beispiele, wenn 
auch unter abgeänderter Gestalt, herausgehoben- werikii. 
« fV. Die' Resultate^ welche durch die zwei vorher- 
gehenden Betrachtungen über die zwei Paar .Gebilde E 
und £i, D und Dg entwickelt worden, lassen ach, zu- 
falge ($. Sa), namittelbar von jedem Paar dieser Ge- 
bilde auf das andere übertragen, d* Ii., die von den 
Ebenen £, £i aufgefundenen Eigenschaften (U.) lasse» 
sich auf die StrahibOschei D, D|, und die'Ton 'diescu 
üugcdeuteten Eigenschaften (III.) lassen sich unmittelbar 
auf Jene übersetzen. 

l)%Nftmlich werden z. B. die $trahlbüschel D, D«, 
nachdem sie nach obiger Art (III.) mittelst des Slrahl- 
systenis [Slilli] auf einander bezogen, durch zwei be- 
liebige Ebenen €i geschnitten, so mQssen in diesen 
' entsprechende Ilauptelemeulc entstehen, wie sie jenen 
zukommen, d. h., es entstehen in den Ebenen £ und 
zwei Hauptdreiseite t^t und iiPtJhf deren Sei- 
ten r, t und ji, t),, jTj Hauptgerade und deren 
Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten 
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gegeuüber bleliei)) i), p uud tu ii, ti Hauptpunkte 
8iod» uud diese Hauptelciuente werdcu bezichlicb doreb 
die Uauptdreiflache rst und ZiyiXi^ Hauptebenen s, 
I und Z|, yi, Xi, und llauptslrahlen z, y, x uud r,, 8j, 
t| der Strabibtischel U und D| (Iii, 1.) bewirkt; femer 
wird B. eine KegcIflScbe zweiten Grades, welcbe ei^ 
Hcm der zwei Hauptdreiflacbe eingeschrieben ht^ 
m der sugehürigen Ebene einen Kegelschnitt erzeugen, 
welcher dem Hauptdreiseit eingeschrieben ist; u. s. w., 
so dafs also zwischen den zwei schneidenden Ebenen 
C (£i folgende Bcziebuug slatt iiudet: 

l>en Elementen und Gebilden 
•in der Ebene €«. ^ entsprechen In der Ebene d: 

A. • 

1) I rgcttd einem Strahl a 1} £iu bestimuLler Strakl 
(Gerade): a,. 

2) Dem unendlich c'utreru- 2) £in bi's Ii mnitcr» eud- 
Ich Strahl 0 (11, 2, h.) : lieh enlfernler, Slrahl Of 

'3)£iiu>m g«>.vviäscti hesüiv- 3) D«>r unendlich eutf<;ra' 
dem Slrahl $H: le Slrahl 

4) Den einzelnen Si-ilerir» l) Die !;osainniten Strah- 
lt, t des. Haupidrei&eiis (als Icn der Slrahlhüschei r,» 
Sirahlen angesehen): , t,- 

5) Den j;esaramten Strah- 5) Die einzelnen (iiaupt*) 
len der Slrahlhüschei J,t),j:: Slrahleq J, , t),, )P^. 

6) Den drei Hanptg eradeu 6) Die drei liauptgera.den 
X, t (als Gebilde angesehen): |, , I),, )P,. 

7) Irp;end einem Stralilhü- 7) Ein heslimintpr Kegel- 
scliel 3^, d. h., irgend einem schnitt [S^,], der dem llaupt- 
Puiikle 53 und den gesamra- dreiseit S|,9f,)tr, einges ch rie- 
ten durch ihn geheadeu hen, und dessen sämmtli- 
Strahleu: che Tan^eaten (III, 2, 

oder schlechthin} 

Irgend einem Punkte 55» TAn bestimmter Kegel- 
>velcher nicht in einer der Hchnilt [5^,J» welcher dem 
drei Uauplgeraden ^> t Hauptdreiseit eing^ 
lie|^l: scUrieb<;n ist; 

und ako: 
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0%n gesaMtea Pstb««^ Die |«tfi«iniiett 
frclebe sidit i« '^'«^ tefcaitte Q, 9t l^i]» welcbe 
Ilattptgeraje» rt ^» t liegen: denHaotdreiaeit 1^9,;« eiar 

geschrieben aind) 

Den Pankten in den flrit Die P%nl^e In den dVef 
B«aptgeF9den r, t *): Benptgeradftn |«, 9i» Pi *)• 

8) Irgend einer Gereden 8) Eine Sebaar Kegel» 
®, d. lu, der Schaar Punkte, sclinitte d. h., alleKe- 
die in irgend einer Geraden gels., ^reiche die drelHanpU 
8 liegen: g«r. |j, p^, und eine be* 

.etimmte vierte Gerade ®| 
berühren. 

9) Jener beiondern (3.)Ge- 9) Die Schaar Parabeln 
reden SU: [ÄJ^ d.h , alle Parabelui wel- 

ehe deniHauptd. J,9|P, cinr 
geschrieben Nverden können, 

10) Da die Gerade 0 (8.) 10) Sq befindet sich unter 
der besondern Geraden !K der Schaar Kegelsch. [®,]t 
nnr in einem einzigen Pankt (welche 4 Gerade j^, 9^, fit 
begegnet: ^1 berfihren) nnr eine eioi 

«ige Parabel. 

11) Geht die Gerade ® 11) So vereinigt sich die 
dnrch einen der dreiHjnpt- Gerade®, mit einer derdrei 
nnnk^e i» 9, X (^): Hanptg. J^, Vt^ ttP die dann 

y« 8. W; von der Schaar Kegels. [©,] 

in einem bestimmten Punkt 
berftbrt vrird. U. a, 

B. 

1) Irgend swel Stralilea 1) Swei beatimmle Strab* 
n,b; lena^ib^; 

dem dnreli aie beatimib^ der dnreh aie nnd dnreh 
tcn Pnnl^t 95» d. Ii«, ihrem dieHanptg. |„9it9t 
Dnrehachnitlapnnlct; . te Kegela. [Q}«]; 

nnd dem dnf ch nie nnd i^nd der durch sie bestimm- 
Unreh dU Hanptgeraden U te Pnnkt» d. b., ihr Dnrcb^ 
§» t beatlmmten )CiegeIa. Dt]: sehnittspnnht £«• 

ft) Irgend einem Kegel- 2) JMn beatimmtev Pnnfct 
f ehnttt [!tL (der demHanpt- iC^ ; 
dreiaell iit ningflk U%h 

«) Und iwar äfaid die Geraden r nnd lt» i «umI 9t« t «od Ft« 
kl Anaabnng der cntapre^benden Pnnktenpaare, projcellviseh. 
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irgend eliicm Pmkt P ia ein keatfmmter- K«gel- 
dess^ii Umfjiagi flehaltt J, der ierek iha 

geht (und dem Haoptdrei- 
. aeit|f9,)i;, einges. isQ; 
und dem ihn in diesem «ftd der Ib ilim Ton die» 
Punkte berülireDd. Strahl a: aem Kegelschnitte berührte 

Strahl a,. 

3) Irgend einem Kegel- 3) Ein bestimmter Punkt 
schnitt [2:]; ' 

der Schaar Punkte % die die Schaar Kegelschnitte 
in s-ein^im Umfange liegen; [^J,J, die durch ihn gehen; 

und dengesammtenStrah- und die gesamraten Strah- 
len, die ihn berühren: len des Slrahlhüschels 

4) 1> a von der Scba ar Punk- 4) So sind unter der Schaar 
te !p, die in dem Kegelsrli »lit- K egelschnitle [»p, J, (welche 
t« IZ] liegen (3)» im AUge- drei Gerade J<,P|i ;r, berüh- 
meinen» und höchstens, zwei ren und durch einen Pun^t 
in die besondere Gerade 91 Xi gehen), im Allgem. und 
(allen: höchstens zwei Parabelu. 

s 

5) Da irgend zwei Kegel- 6) So giebt es im Allgem» 
schnitte [iÖj] » [9^] (die dem und liöchstens vier Kcgel- 
Dreiseit röt einj;«». sind) schnitte [tt,}, f6,V, Fc,], [fej, 
einander im Allgem. und welche durch zwei bestimm- 
höchsteuH in vierPuniteu te Punkte lO^,, gehen (und 
Ä. C» ti schneiden; drei Gerade |,, J^, Jfi berül». 

V« a. w. r«n). U 8. w« 

c, • , 

1) Irgend einem Kegel- 1} Ein bestimmter Kegel« 
schnitt, der lr|;»Bd »wei der schnitt, def durch die eBt* 
drei Hauptgeraden t, ^, t her Sprech e^dea awei Hanptge« 
rfihrt, z.B. ir^e«d eiaemKe- raden (|, , 9^ , gsht, also 
felachnitt [r^], der i be- z. B. ein bestimmter Kegel« 
rahrt; der Schaar Punkte ^, schnitt [|| 9i3; di«; Schaar 
die in seinem Umfange lie- Kegelscklrftte 0P,3» 

gen; (nnd der Schaar Strnlik- berühre*; (und . die Schaar 
len a, die ihn berähren): Sirahlen a|« die ihs^X^**^ 

diese Kegels.) berühren). 

2) Da ran de^ SehaarPunk- 2) So sind onter iierSchäar 
te ^ (1.) des Kegelecknliis.Ke^elsthAUU» Cdie ei- 
[r^]» im Allgemeinen nnd DenK96gel«.(|,llJ, sweiTa«* 
hi^cb8t]ens, swei in der be- genten U*Pi desselben, nnd 
sondern Geraden 9( liegen: eine d ritte Gera de jr« berüh- 
ren) , im ällgemeftten swei 
Psrabein. 
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3) pa irgend zwei Kegel- 3) So können irgend zwei 
schnitte [r^] einander im Kegelschnitte [itOi] im All« 
Allgemeinen in vier Pank> gew. von vier bestimmten 
ieo 0» t» b schneiden: Kegelschnitten ra«], [(J, [c,], 
8, w. beriihrt werden« lJ,s.w, 

D. 

1) Irgend einet beliebigen '1) Eine beetimmie Cnnre 
^ Corre C des nten Grades: C, der 9n(a-l)ten Qlsisse (III, 

Da dnreh jeden der drei 2, b.)* * • 

Hauptpunkte ], 9, p im All- So mnfs jede der drei 
gemeinen n(n-l) Strahlen ge- Hauptgeraden {, , 9t«^t 
beUi welche die gegebene Allgemeinen nCn-1) mal vou 
Car?e C i^erühre»; der genannten Curve be« 

rührt werden* 
ü. 8. W. 

2) Irgend einem beliebi- 2} Eine bestimmte Curve 
gen Kegelschnitt C, der kei- 0, 4ter Classe, die jede der 
He der drei Qanptgeredeo Vt drei Hanptgeradea 9itlf 
$f t berührtt doppelt berührt; 

der Scbaar Punkte die die Schaar Kegelschnitte 
In seinem Umfange liegeot die sie berAbrett« vad 

nnd der Schaar Strahlen a, die Schaar Tangenten ap die 
die ihn in dieiep PmiJ^teii sie mit diesen (in den Be« 
berühren: rfihrnngsp.) gemein hat 

3) Irgend einem beliebi- 3) Eine solche Curve C| 
•gen- Ke ^Ischnitt C, welcher 4ter OL» die drei singnllre 
dnrob jeden der drei H«npt« Punkte hat, in denen eieven 
pnnlcte }, Pt P g«ktt den 8 Hanptg. , 9i» Pt bs> 

U, w. »ftbrtwird, nnd die in einer 

U« •• w* Gereden liegen^ 

Hieriiacb siebt niao, wie die gegenseitige Beziebung 
der Ebeoen (oder der StrablbttBchel D, DtX niit 

der gegimeitigcii Benehmig der Ebenen E, Ei (IL) dr 
nerseits übereinstimmt, und andererseits sich von 
dieser untersQheidet; nämlich sie stimmt dem Um- 
fuige nach gam mit der letaleren fiberein» so dats alle 
}ene Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., von welchen 
oben (II, 3.) Erwtiinung geschahi sieb eben so vielfäl- 
tig durch sie anwandeln lassen, und dafe fiberbanpt 
alie daselbst gemachten ^merkungcn auch auf sie An' 
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Wendung finden; dagegen aber ontencheidet sie sidi 

von der andera durch die Art der entsprechenden Ele- 
mente» und mar dergestalt» daCe wenn z. B. irgend ein 
Siafs lA^ip Figar«n in den Ebenen E, £i gegeben iat, 
dann der entsprechende Satz in den Ebenen £| (oder 
m den StrahlbOschein D, Dg) unmittelbar daraoa abge» 
leilet werden kann» wenn mail^ bier flberalls Gerade» 
Punkt» Hauptdreiseit, eingeschriebener Kegel- 
acbnitt» ö. s. w. (oder bei D» D|: £bene, Strahl» 
Hauptdreiflach', eingeachriebane Kegelflftcbe 
etc.) setzt, wo dort, bei £1» £i» respective: Punkt, Ge» 
rade'» Uauptdreieck» umschriebener Kegel* 
aohnitt, u, s. w. steht; und auch umgekehrt. Das Zu* 
gleichstatlüuden der einander entsprechenden Eigenschaf-« 
ten und SäitM in den verschiedenartigen und verschie« 
denarttg auf einander bezogenen Gebilde-Paaren E und 
El, D und Dl, oder € und (Sj, ist eine nothwendigo 
und natOriiche Folge davon» dafs die beiderseitigen Be* 
Ziehungen durch das Strahls jstem [SlSli] bewirkt worden. 
Aus denselben Gründen findet übrigens auch sogar eine 
Abhängigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier 
tingleichart^er Gebilde statt, was, wie folgt» gezeigt 
werden kann. 

2) Man kann nämlich auch zwei ungleichartige Ge* 
bilde» s. B. die Ebene E und den Strahlbflsdid D,» 
mittelst des Strahlsystcms [51 51^] auf einander beziehen. 
Werden zu diesem Endzweck die Punkte» in weldien 
E von den Axen Sl» 9I| getroffen wird» wie oben (11.), 
durch r, s, der durch sie gehende Slrahl durch x; und 
werden andererseits die Ebenen in welche durch 
die Axen 9, S(i gehen» wie oben (IIL), durch Zi, j|, 
ihre Durchschnittslinic durch ti; wird ferner der Punkt, 
^ ia welchem £ vom Strahle tt getroffen wird» durch t» 
und werden die Geraden, in welchen sie von den Ebc« 
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neu Zi, yi f^esdnittni rwlnl,'.Aii«lif,y^>luMl wird end- 
lich diejenige Ebene in Di , welche durch den Strahl x 
gehl^ darcb Xi« und werden die Strahlen, in welchen sie 
die Ebenen Zi, jt edmddet (oder welche diireb Jeiie 
Punkte r, 8 gehen), durch ri, 8^ bezeichnet! so kann, 
jm ftbnlichem Skme, wie oben (IL und UL), das Drei- 
4iek fst Haupt dreietek der Ebene fi/und des Drei- 
fach ^ly^^^ Hauptdrei flach des Straiilbüschcls Di, 
nud ferner kikinea a« B. derjenige Punkt a in E und 
diejenige Ebene in D„ welcbe beide dnroii. irgend 
einen und denselben Strahl a des Strahlsystcnis 
beaUwoit werden, entsprecbende Elemente der Ge- 
bilde £, D| genannt werdeUi n. e* w., ao dala aicb als* 
dann zwischen diesen zwei Gebilden eine analoge Bc- 
fiabiinsstabeUe auIsteUen iäCat, wie oben zwischen gleich- 
artigen Gebilde-Paaren» nnd waa etwa doroh fedgende 
ünzelue Beispiele erläutert werden mag. 

a) Den Elementen und Gebilden 

in der Ebene E... entsprechen ...im Strahlbüs. D,: 

1) Irgend eipem Punkte a 1) £iae bestimmte Ebene 
(im AUgem.): 

2) Irgend einer Geraden 2) Eine bestimmte Kegel- 
A,d^b., den gesanimten Punk- Hüche [A^], d. h., die ge- 
ten, die in irgend einer Ge- sammten Berfibrungsehenea 
radenAliegen, welche durch einer Kegelfläche xweilca 
keiaea der drei Heiiptponk- Grades, welche dejnHaopt- 
te r» Si t gebt: dreiflecba,7|Z« eingeschrie- 
ben ist 

3) Irgend einem StPaklbll- 3) Eine bestinmU Sehaar 
scbel B', d. b., den gesatum- KegelfL [B|3 sw«iten Gra- 
ten Geraden, die durch ir- des, welche «nfser den drei 
gend einen Punkt B gehen, Hauptebenen , yi , eine 
weleber in keiner der drei Ix siimmte viertle Ebene B| 
Bsn^ptgersdea i» y» x liegt: berühren. 

4) Irgend einem dem Haupt- • 4) Ein besiimrater Sirahl 
drel«ek rat umschriebenen A« (oder Ebenenbüs. A,), der 
Kegelscbttitt [A]: in k^intr der dflauptebenen 
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ft) Irgend «Ineai Kt%th 9) Biae KegeKltok« 9bm 
kcfcBUtt welcher Anrcli ii^ Gr., weleke die enteprechett» 
geadiweiBeuptponklegekt, den iwel Haaplebeaen be» 
elwa einem KegeltdiaUtCi»]; rührt» also eine Kegelfll- 

Oder deokt man sich nuQ wieder die Ebene Si, 
wddie den Strahlbtlsehel Dt tehneidet, iatd behüt die 
obeii (1.) für die Hauptelemente derselbeu fcstgesetzteii 
Beiieicbuungen und Benennungen bei, ao bat man zwi- 
■lAeii den Ebenen £, €| Mgeode giegenseitige Be* 
i^iebung. 

ß) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene entsprechen ...in der Ebene €1: 

1) Irgend einem Pankt-A, I) Irgendeine bestimmte 
im Allgemeinen: Gerade a,. 

2} Den gesammten Pnnl^- 2) £ine and dieselbe 6e* 
ten, welche in einer der rade, nSmlich eine der drei 
drei flanptgeraden 7, n Banptgeraden jr«« 9if 
liegen: 

3) Den einseinen Banpt» 3) Die sämmtliclienStrah- 
pnnlcten S!» f, t: len der Hsnptstrahlb&sehei 

tj » ^4 « t|« 

4) Einem gewissen btson» 4) Die nnendlieh entfern« 
dem Punkt R: te Gerade 91,. 

b) Irgend einer Geraden 5^ £in bestimmter Kegeln 
G, weiche dnrch keinen der sehnitt welcher dem' 

drei Haaptpnnkte r,s,t gellt; Qanptdreiseit i|9tiP, cinje- 
der Sehaar PanktCi die in schrieben ist; Äie Sehaar 
ihr liegen; Gersder, die ihn berfthren* 

Daher: 

Den gesummten Geraden Die gesammten Kegel- 
(in der Ebene): schnitte [liPiJ;,]. 

6) Der unendUoh entfernten 6) Ein bestimmter besonderer 
Geraden Q: Kegelschnitt [O1]. 

7) Irgend einer Geraden, 7) Ein bestimmter Punkt» 
welche durch einen der drei der in einer der dreiHaapt- 
Hauptpunkte r,8,t geht; der geraden |,, 9,, liegt; die 
Schaar Ponkte« die in ihr Schaar Gerader* die dnrch 
iiegeni ihn gehen. 

Oder; 
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Irgend •Isei^ Geraieot Ein bettiniBiUr SiraMiifi* 
«fdciie duwdk ehern der drei eehel« dessen Hitielpsski 
HaQ|itpunkte r« s« i gehU in einer der 3 flsvp^ger. 

Und also: 

Den gesammten Strahlen Die gesammten Panltc der 
einender die iStrnklb fische 1 entsprechenden ftenptgern» 
r, 8, t: den |,, , |p,. 

8) Irgend einem Sirshlhft- 8)£ineScIiaarKege)sclinit- 
nehel B, d-'h«, den g«samm- ic d. h., aile KegcU 

ten Geraden, welche durch schnitte, welche enfser den 
irgend eiuenPunktB gehen, drei Haapfg.<i|, 9««?t ^^^^ 
(der in keiner der drei Hanpt» nine bestimmte Werte Ge- 
gen, z, y, X liegt}: rade berühren* 
. 9) Dem besQndecn Strahlp 9) Uie Schaar Parabeln 
bttschel R (4.); [Stil, (welche dem flanpl- 

drelseit ttPtft eingesehrie- 
' ben werden kSnnenjL 

10) Da rnn den Strahlen 1^) So befindet sieh nnter 
d.es Strahlbftschels B C8.) Schear Segelsehni%4b 
nnr «in einsiger dnreh den Wil^'^velehe irgend irierGe- 
besondern Pnnkt R geht; rede |«« Vt* )^t*^i berAhres^ 

nnr eine einsige Parabei^). 

11) Irgend einem Kegel- 11) Ein bestimmter Pnnkt 
schnitt [T], welcher dem die Sehaar Gerader, die 
Havptdreieck rat nmschrie- durch Ihn geli«n (d. L der 
ben ist; der Sehsar Pnnkte» Strahlb. l^t>; und die Schaar 
welche In ihm liegeq; und Kegelsdinitte[^til, dlednrch 
der Schaar Gerader, welche ihn gehen (nnd'dem Hanpl- 
Ihn berühren; drelseit tt9tf:% eingeschrie- 
ben 8ind)u * 

Daher: 

Den gesammten Kegel- Die gesammten Pnnkle» 
schnitten [rst]: 

12) Da der Kegelschnitt 12)Sosind unter derSchaar 
[T] (11.), im Allgemeinen Kegels. [Ii:,], welche durcW 
nnd hdchstens, von swei einen Punkt gehen und 
Strahlen des Strahlbttschels drei Gerade |«.9i,ri berlih- 
R (9.) berührt wird: ren/im Aligem.» swei Para- 
beln [9t|l. 

13) Der Schaar Kegelschnit- 13) Die Sehsar Punkte V„ 
i<:[Pl* welche du^ch irgend welche in irgend einer Ge> 
einen Punkt P gehen, (nnd raden V« liegen, (die durch 
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dem Hanptdrcieck rst ttia- keinen der drei Haaptpank" 
schrieben sind): te r,, Ö,, t< gebt). 

I i) Der Schaar Kegelschnit- 14) Die Schaar Punkte 
te [G], welche irgend eine Welche in einem bestimm» 
'Gerade G berühren (und ten Kegelschnitt[G,] Ue^att» 
.dem Uaaptdreieek .r«t iiia- (der dem Hauptdreis. 
schrieben sind): eingeschrieben ist.) 

15) Der Schaar Parabeln 15) Die Schaar Punkte 
[QJ« Hmiptdreieck des betondern (dem Haupt- 

vr»tamS€lirielbenwerdeiik<i^ih dreis. eingea^) Kegel- 

• nen: Schnitts [OiJ. 

If)) Unter der Schaar Ke- 16} Weil die Gerade 9« 
geUcknÜie[P], weldiednrch mit dem Kegeltehiiitt 
^ier gegebene Punkte r, s, t, |m Allgemeinen nnA.bSel»» 
P.gehea befinden sich Stent, «swei Punkte gemein 
im Allgem. swei Parabeln; bft 

' 11) Da irgend swei Kegel* 17) So giebt es« im Allgem* 
«sebnitte [M], [N],,Cweleke nnd bSebetene, yier Keg#l* 
dem Hanptdreieck rat um- acbnitte [«4], [^^3, [c,], [bj« 
schrieben sind}, im Allgem. wejcbe drei gegebene Ge* 
nnd bSebatena, von WerGe- rede tttPu X^i beräbren, und 
*raden*a,1i« e^*d.befilkrt^war* dnreli swei gegebene PttDl> 
' den: te 9^« geben. . 

18) Dnreb drei gegebene 18) Weil irgend twei Ke- 
Punkte r,8,tgebe1(i,1m Allgem. gelaebnltte QR«]« [91,1, wet« 
<nnd' hl^bttena, vier Kegel- ebe demHanptdreiaeitifPjjr^ 
acbnitte. [a],[b],[cl[d], wo- eingescbrieben ain^, eines* 
yon jeder irgend swei gege- der, im Allgmeinen nnd 
bene Gerade 1I,N berttbrt: bScbatena, in irgend vier 
'U. ' Punkten a,, b^^ c„ ^1 scbnel- 

den. _ U. 8. w. 

Wenn insbesondere die Ebene Si mit der£Jieute £ 
^zusmoBBrnim, dum « OaAm uidr dte Habptdreiaeit {tDiFt 
-«nd -das-HaupIdreieck rst, und* es finden sodann einige 
merkwürdige Umstände 8ta|t,> welche apäter benkksidi- 
•tigr.werden nOgUK JUmi j6 gMit et eine beaondefe 
gegenseitige Lage iör die Ebene E und für den Strahl- 
büschcl Di, diirch wekhei.eigentbümliclu}, inteceasaiile 
UiBsMude TemriMiditt werdflü, .ondi weU» gehörigen 
•Orla (im «weiten Abscliniüe) ausführlich enlwickelt 
•werden sollen« " 
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3) £b kaiiii DUO ferner noch erinneii werden^ dai% 
da allein if«s so eben aber die xf^eiEb^neii be* 

merkt worden, Shnlicherweise von zwei Strahlbüscheln 
' 2)i» oder da überhaupt alles, was in den voraie^ 
heoden Betracbtiitfgeii über die Ebenenpaare £ ond £§ 
(II.), £ und €i E und €t (2.) gesagt und angedeu* 
tet worden, Shnlicherweise von Strahlbfischelpaaren D 
ODd Dl (LUOf 2) und a>i, B mA Sbt gihf dafe also» 
sage ich, die gesammten Resultate, welche in 
den vorstehenden Betrachtungen (von U« bis hier- 
ber)* theils entwiekeltt* theils Mofa aBgedootet 
worden^ sieb mittelst der Strahlbüschelpaare 
I) und Uu S) und S>i» O und ^Di auf die Kugel- 
flllebe fibattrage« lassefi (siebe Anoieriii |» 34 
und §. 48.). 

den vorstehenden Betrachtungen sind« ähn- 
liabcrwaise fiM bei idaloi. frfiharaa BataraablqBgaiii ver- 

schicdene besondere Fälle möglich, die nämlich dadurch 
entstehen, dab imn deaAxen und den Gebilden 

|S umI E,, D md Dtf ii.s.m eigmtfbilrolidta Lage iuh 
kommen ISfst, dafs man z. B« die eine oder andere 
Axe^ oder das eine oder andere Gebilde in unendliche 
fmm ^^ni^ q.s^ w^$ dadurch erbait^ 4tm die 
Resultate eigenthüiiiliche Aussagen, wodurch sie oft mehr ' 
Interesse erregen, als die allgemeinen Resultate. In der 
Vidge tfivd sipb «akgenbeil daiMeta^ aUa diese FÜle 
zu erOrtem, wo akdami, nacb i^rangegangener Entwib« 
keiong der Eigenschaften projectimeher. Ebenen und 
flIfaUbttacbal» die Biasae der üesaltate- * alma ansgadahn- 
ter und umfassender sein wird. Hier mag zum Schlosse 
mit den betradititfen Figuren noch folgendes Manöver 
irofgeMiaiMii' werden, wodarch eiaige EigeMobaflea» 
die vorhin init Stillschweigen übergangen worden, kh- 
rer und bestimmter hervortreten» und wodurch mm ei- 
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nH ThtUß eine Iraieie Uebersidit Oker die voriierg^- 
« ticnden Betmehtungen, Ober deren SBommnenbang unil 
über die daraus entspruDgenen Resultate gewinnt« 

Das den obigen Betraebtoi^^ zu Grande liegende 
filrabluysteni welebeü einereeitft dnrdi xwei4Ki$- 

rade und andererseits durch zwei Ebcnenbiischol 

9(t erzengt wird; indem nSwlieh jeder Strahl dessel« 
Mn sowohl durch irgend twei Punkte dieser Geraden» 
als durch irgend zwei Ebenen dieser Ebencnbüschel be- 
atimnit wird, ksHH durch VerSnderung der Lage dieser 
Gebilde In folgende besondere FSUe fibergehen. Mau 
kann nämlich einerseits die Geraden, für sich belrach- 
tet» so legen, dab aie einander aebnciden» »ithin in ir- 
gcud einer Ebene liegen ^ die dureb £, bezeichnet wer* 
den mag, wodurch daon offenbar alle Strahlen in diese 
Ebene hineingezogen werden, und zwar deifestait, daCs 
sie genau die gesammten Strahlen (Geraden) dtostr 
Ebene sind; und andererseits kann man die Ebenen^ 
büschel, für sich betrachtet, so leßßj^ daCs ihre Azea 
«ich schneiden,* daÜB sie mitbin in itigend einem Strahl- 
büschcl liegen, der durch D3 bezeichnet werden mag, 
wodurch dann offenbar alle jene iStrahienin diesen Strahl* 
bfischel zuiBammengedrSngt werden, und «war d er gc s tali^ 
dafs sie genau, oder einfach, die gesammten Strahlen 
dieses Strahlbiischels sind« Denkt man sieh nun ndMt 
diesen zwei besondeni Strahbystemen E« und Bf, auch 
tobch zugleich jenes ursprüngliche Strahlsystem 
und bezeicbnet das letzter^ um anzudtenten, dafs es im 
iftlrti^e beliebig liege, dnrbb R, so ftidel alsAiml ifwl- 
schen den drei Strahlsystenien R, E,, die Beziehung 
statt, dafs jedem beliebigen Strahl in ehern dfersAen, 
irgend ein besthnmter Strahl, sowohl in dem einen, als 
in dem andern, der zwei übrigen ( Strahls jsteme) ent- 
spricht; z. B. irgend einem Strahl a, in R, wdcher die 
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Geraden 51, 5I| in den Punkten a, a» trifft, und in wel- 
i;beni sich die zwei Ebenen £14 der Ebenenbüscbel 
81, üi Nschneideoi entapriobt in Et «in beBlimmter StraU 
aOi, und in Dj ein bestimmter Strahl acci (d. i. die 
DurchschnilUlinie der Ebenen ai). Daher ist leicht 
SU .erachten, daCa gewiaae Eigenaduifteui welche eine» 
der drei Strahlsjsteme zukommen, auch, in irgend einer 
..cntaprechenden Form, auf die jedeamaligen beiden üb»- 
foiiSyatenle fibergehen müsseOi und zwar bemht dieae 
Abhängigkeit vornehmlich auf den projectivischen Ei- 
genachafien der Grundgebilde, d« h., auf den vielfäh^ 
gen prdjectiviachen Beziehlingen der Geraden V, Vi und 
der EbencnbUschel ^, Man denke sich z. B. im 
. ersten Sürahis^stem R irgend eine Schaar Strahlen, wei- 

. die in eini;m einfachen Hyperboloid liegen, ao werden 
durch sie einerseits die Geraden % und andererseits 
die Ebeoenbüschel % 91t projectivisch auf einander be- 
zogen» und daher werden, im . AUgemmnen, die< ihnen 

, entsprechenden Strahlen in E^ einen Kegelschnitt um* 
hüllen, welcher die. Hauptgeraden ül, % berührt ($«3% 
JV4X «od die ihnen entaprecbcnden Strahlen in D« wer» 
den in einer Kegelfläche zweiten Grades liegen, wel- 

^.che durch die Axen (der Hauptebenenbüschel) 9(, Sit 

. fein 38, 1L> Werden diefenigen zwei Punkte der 
Geraden ^, Sli in £3, welche in ihrem gegenaeitigen 
Durchschi^itte vereiniget sind, durch e, Ci, und werden 

^ diejenigfHi zwei Ebenen der Ebenenbflachid St in 
D„ welche auf einander fallen, durch ^ Si bezrichnet^ 
und ^vird.fcirQer angenommen, es sei e derjenige Strahl 
in-A, welcher augldcb einera^ta die Punkte tf tg der 
Geraden 91, 9li verbindet, und andererseits die Durch- 
^chiuttsUnic der Ebenen e, ei der Ebenenbüschel 91, Uff 
int,^ 80 werden also,, im Falle dieser StraU e zu der 

jS<;^i^ ßtralden dea gönnten Hjpeiboloida gehört, 

einer- • 
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Haaptebeoenbüschel in D,, allemal perspectivisch sein^ 
so dafs folglioh in jedem solchen Falle dem Hyperbo^ 
kid inR^ nigML amFonktB («krPraieeCcftupimkt 
Hauptgeraden ^, ^i) in £2^ und irgend eine £bcac ^ 
(der perspectiviscbe Durchschnitt der HauptebeneDbii-* 
scbel% 8(1) in entipridit . EioeBiHyperboliAd aber^ 
welches nicht durch den Strahl e geht, wird in ir- 
gend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel ^Slg ein- 
^tadaiAeoi oüd In Pi irgend eine Kegelllädie sweiteil 
Grades, welche dem Winkel Sl^i umschrieben isf, ent- 
sprecheD« £8 ist klar« daCs wenn man umgekehrt die 
Haoptgerdden 81».lli in £9 ron Irgend einem Punkte B 
ans pcrspectivisch , odet nlittelst eines sie berührenden 
Kegelschnitts £^^1] projectivisch auf einander beziehti 
dab daiui' diesem Potdit^ «der diesem Kegelschnitt, ir«* 
gend ein einfaches Hyperboloid in R entspricht, wel- 
ebes im ersten Falle durch den Strahl e geht; utid däfs 
Entspi^endes in Hinsicht der Hauptebenenlifischei. 
9i in D, statt ^ndet. Demnacli entsprechen den ge- 
sannnteti einfachen Hyperboloiden in R, welche den 
Strahl e gemein liaben». einerseits die gesammten Ponkte 
det Ebene E,, und andererseits die gesammten Ebenen 
des Strahlbüschels D^; den gesammten Hyperboloiden 
in R aber^ welche nicht dnrch .den.Stealil e gehend ^1- 
sprecheil in E« die gesammten Kegelschnitte, welche 
dem Winkel eingeschrieben, und in Da die ge- 
sammten Kegelflächea zweiten Grades^ welche dem Win- 
kel ntosdnieben smd;' U. s. w< 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also 2wi- 
sdien den drei Strahbysteihen R» Est !>• ftimliche Be» 
idehungstaBellen dufstisllen, W^le «beii in (D, III n* tVi). 
Die Form dieses Papiers gestattet aber nicht, die ent- 
sprcidienden Eigenschaftmi aller drei Syst^e neben 

IS 
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linder su stellen^ wie es, vermü^ ihres Zusaiuneii« 
iNHiges, eigentlich sein sollte.- Sie wiaUmk daber »eis 
paarweise neben einander gesetzt werden ^ und zwar 
Hur die swei Paare R mnd Ej» und Dg* Die Fii»* 
dameoteleigeiiieiiifte»» «nf deken die BeiidHBg dHser 
zwei Paare beraht, sind folgende» 

a) Ben Elementen und Figor^ti 

in Ej entsprechen.,., in R: 

1) Irgend einem Sir all le a: 1) Irgend ein Stralil a. 
(Dem unendlich eatfera- . (Der aneadlich enlferote 

ten Strahle Q:) Strahl Q.) 

2) Irgend einem Punkte B, 2) Irgend ein einFaclies 
alsMittelpulikt einesStrahl" Hyperboloid [B], welches 
hftschelt Angesehen: durch C^^^ ondij den.Skrehl 

e gebt 

3) Also den gesammten 3) Die gesammten «infa- 
Pankient eben Hyperboloide, welche 

die drei Strahlen 31^ o 
gemein haben. 

4) Irgend einer Geraden 4) Eine Schaar einfache 
G, das heifst, der Schaar Hyperboloide [G}, welche» 
Paukte, weleke in ihr Ub' snfser Sl, e> irgend cinei 
gea: vierteft St:r«hl G gerne}» 

haben* 

(Der unendlich entfern- (Die gesammten hyperho* 
tea Geradtee QO lischen Paraboloide, wel- 

che durch die.ilrsÄSlrahUa 
9> • gehen.) 

5) Irgend einem Kegel* 5) Irgend ein einfaches 
schnitt IWilt welcher die Hyperboloid 
Uauptgeraden S(, berührt: 

g) Irgend einer Cnrve C; 6) Irgend eine geradlinige 
irgend einem Punkte P in Fläche C; irgend ein sie ho- 
derselben; ünd der sie in rfthrendes einfaches Hjper- 
demselben berfthreadea bbleld P^ ndd dsr.<8ir«Mi 
Teageate T: . liage welcbem .ee dieeelbe 

U* s. w» berfthrt» V* » m 

fi) Den ElementeA und Eigucea 
in EB.*..«..«.*.eDt8precDen.. 

1} Jedefn Strebl (Gere- 1) Irgead eip Strahl' e» 
nea) e: 
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»} Ulm P«Hk*, dilo S) EiM Cbese, o^i^r ein 
Strib|b4i8cJiel B: eftewr Slwhlbüscliel ^ 

3) Je jer Geraden tla .3) Irgend ein EbenenLü- 
vebllde« eine Sebear Punk- scbel ^ 

in enib «lieb dt d n g e seli«n t 

(Der itnen^li^b nntf^ra* ffin bestimmter Ebenen- 
len Gereden Q:) bfiscbel 0 ) 

'4) Uftem KegeUcbnItt 4) Eine Kegelfläche [S^a ] 
ÖWr,], de* die flanptgera- 2teuGr.,die durch dieHaapU 
den Zi bMTftbrts strahleo St, geht. . 

5) Irdend einem beliebi- 5) Irgend eine KeaelClÄ- 
gen Kegelsebnitte C: che 2ien Grades <J. ' 

19 Irgend einer beliebi* 6) Irgend eine bestimmte 
genClinreCf Irgend einem Kegelfläche irgend e ine 
PnnkteB derselben; und der sie berülirende Ebene 
kngebl^rigen Tangeute T: and ihr Bei ülirungstrabl 2; 
^ a* w. • U. 8. ^. 

Wird der Strablbüscbel durcb irgend dne 
Ebene €1 g^tchnltteiit eo berofat dTe Beiiebnng der 
KbeMi Et md auf folgendeii FundameiUalcigcn- 
scbaften» 

^) Den Elementen and Figuren 
entsprecben w*^.. in 

1) Jedem. Pank*, oder 1) Ein Strahl, ader eine 
SIrablbttacbel Bs Gerade 9. 

2) Jedem 0tr»bl» »der je- «> EU Punkt, oder ein 
der Geraden Q% Sivablbllacbel ®: 

(Der nnendlicb entfevaien (Ein beatimmter Punit£)^ 
Geraden Q)i ^ ' 

8) JedemPnnkt B, nnd li^ S) Eine Gerade ?5, und Ir- 
send einem dnreb Ibn ge. gend ein in ibr liegender 
benden Strable as Punkt a. 

4) Irgend einer Curte Ci 4) Irgend eine Curve (J; 
Irgand einem Punkt P de«w irgend eineTangente ij^der- 
•elbeni nnd Aer Tangente t«lben$ and ihrBerÜbrunea. 
* w dleuemt pnnkt . 

Dabert 

5) Irgend einer Corre C 5) BineCnrTeCvem ft(n*l> 
vom Uten G^r.de^ .... .^.-G^^^^^^^ von der .l«p 

19* 
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* Wenn bei den Ebencnbüschcln M, Slit in D^, ^ie 
vorUii aDg^onmeii "mi^ito, die Ebenen €| SuifeHk-^ 
ander liegen, dagegen die Geraden 91^ in E«, so 
gelegt ^Verden» dafs statt der Punkte irgend zwei 

andere Pankte, etwe -b; t{i In ihreäi Dnrehscluiitte 
vereinigt sind, und wenn sodann die gegenseitige Be-* 
liehung, äet Strahkjrsteme Bi» Ei^ in Rücksicht aut 
ibre aitiprecbenden ElenMite» wie diese bei ibrem 
sprünglichen Zusammenhange ib R bestimmt Werden^ 
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjeni- 
gen» weldie zwiseben den dbigen Gebilden 'E^ D| (IV) 
2, a.) statt fand. Das vorstehende Beziehungssjstem 
{*/.) ist daher nur ein besonderer Fall des obigen (IV» 
2, (Ebenso erhsit mant. wenn niui dasStndibgrstem 
R durch irgend eine Ebene £i schneidet^ ein Beziei» 
' bungssjstem zwischen den Ebenen und Ei» welches 
ein besonderer Fall des obigen (IV» % ßO IsO* 

Das vorstehende Beziehungssystem (7.) enthslt 1 
übrigens die Fondamentalsälze auf denen die sogenannte 
f,näoriB de9 potatre$ ree^6que$^* beruht» welche Theo- 
He gewöhnlich mittelst eines Holfskegelschnitts darge* 
stellt wird (§• ^4.), wobei noth wendigerweise beide 
Systeme von Figuren in einer und derselben Ebene 
liegen (d.b. die' Ebenen E2, h'cgen ' aufeinander). 
Hier steilen sich diese Eigenschaften auf allgemeinere 
Weise^ nnabhingig' vom Kegelsehnitt^ dar» und twwt^ 
wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall 
des obigen Beziehungssystems (IV, % ß,). Indessen > 
gebfibri daa Verdienst» die genamite Theorie zuerst 
freier» onabhSngig vom Kegelschnitt, aufgefafst 20 ba* 
ben, dem gründlichen Forscher Möbius (Baryceutr. 
Oalcüi.). 

Ans der Torsf^nden .Betraditung sieht man» dafs 
dem Strahlsjstcm B» welches bei den obigen Betracb- 
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. «1119« ^ BI iL^lVv.) MUT ab.BIitiel diente, selhit aHa 

Eigenschaften auf bestimmte entsprechende Weise zu- 
kommen» weiche dort von anderen G^Uden entwielLak 
niM ingedeuM worden. In dar 'Fhat sind: dia Figureo 
in den obigen Ebenen £, £i (IL) als beliebige Schnitte 
•(dieser Ebenen und) des Slr^sj^tews R anzu8elia% 
ao dda. also ilire:Bi0QiiadiafteD .nar. als Felgen der Ei* 
geoschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die 
«ßtraUbüscbel Di (III.) nur nuttelsl der Eigepaebaf; 
4a» des StfaUquIams R , an C ein a ndefc bezogen- woideii, 
(QT 8. w. Da hiernach gewisse netzgewebeartige Eigen- 
«acbaften (fast sämmtliche Resultate des ersten und drit- 
te KAiwteb) in |ed«>n der 9 Gebilda^ Ei, D» 
€, €i, 5), ©1 und R auf bestimmte entsprechende 
Weise statt finden: so sind also die .Eigensebafteo des 
^Unddsystem» keine elgeitfiieii rtaadieken^iwfewoid 
dasselbe den ganzen Baum erfüllt, sondern sie sind 
blo£s solche y welche ihrem wahren . Wesen nacb der 
Eftene (B), odar dam SteUbftMhel,(I>) angaUliaik 
(Von eigentlich räumlioheti Eigenschaften der Arl^ /ivird 
jm dritten und vierten Abschnitte die Rede sein). Auch 
kly svfoige'der'TitosteliendeB Betfacbto&g» daa £teaU« 
System R b der That einerseits als eine durch den 
ganzen Raum ausgebreitete Ebene £s, und aadereiseits 
ab ein •an^alöstar, dnireh des gauen «Raimi aiisga- 
streuter Strahlbüschel anzusehen. In dieaem Sinne 
lassen sich übrigens auch jene früheren .Gebilda E, £|, 
]>t I>ii S>, £>i aUf Umwandlungen dai* StiaU- 
Systeme '£« und I), (oder des Strahlsy^tems R) anse^ 
heuy wodurch der Zusammenhang aller dieser. Gehitda 
▼on einer Danen Seite aidi dffenbaret, und xvar wia^ 
folgt. 

Werden nämlich die zwei Geraden Sl, Ai» so. wie . 
sia bicv oben in ma Ebene gelagt worden» sum 



'«irefl0B -Hd fn- Amlbet oikr «in iiiie «riM 

•£beoe £9 gelegt, jedoch to, dafs Dicht die n3iiilichen 
Jkwai.taik^ «i ao ifamM Ikunjisclwitte teie^^ mt^ 
:srie jhi 'iUitB Ifal, so iftd«t nw i o i h qi ^dm Slfvlii* 
vyst^juen bis ^mf einige NebeoumstdDde, offeo^ 

.iw -difMlbe BeiMbimg >itfttt» wie obeB iwiscIiBii «doi 
•HieiMDtf, €| (IV, 1). BeMMQat'pMi (lie!«wei «ba. 
Dßn Strahibtischel, in welchen die oben genannte Ebene 
4Ps ^ HauptebcDiVibasctiel % Kt, lo D^, ^akomdd, 

Un Mal (in derselben , oder) in irgend einer andern 
•£t»efie' (^^ so gelegt, daCi nicht mehr die nlindinhi 
^ei Strahlen dmelheo vereinigt »Uidy^iiHa dort 4n &i 

so findet zwisehcD dep Ebenen @8i in Ansehung 
4^r 4Nits|Nr9iAeiid«ii:£liiB|eote, ^nlicheSezkimiig atatly 
^ «Ammi zwiadm dan fibenan £, £& <IL), : Em^Wf 

pheudes findet statt, wenn man die obigen Eb^enbfi? 
'«ldi(4 9(| in zwei vwschiedepen Lagen, in «iiieai 
«nd «deaMliiapy '4Mkr in «W4» vmcfaiedeneilf StmMbi 
«eheln D,, Ds, festhält and aufeinander bezieht, la 
idiaaerrxtliiosiaht -bitten lüso alle vorheigebendett Bap 
<^>ieblihg8fty8tenw:^lRnmHelbar nn dte-whi^m Vundfoncab' 

talsätze (§. 38.) angeschlossen werden können. Im 
fünften- -Absqbnitt wird diese letzte Betrachtiingawaay 
IMiitthrlieber ««nert und odlBilolg angewmk werden« 
?uni Scblufse bemerke ich nochmals, dafs alle vorr 
«hergehenden Be^iehungssysteme auf nerschiedene andere^ 
-f um TbflO fipiachare wi leichter «n fräsende Weisen 
-erzeugt und betrachtet werden können, wobei eines 
« 'Theils ebenfalls projectivische Eigenschaften (wie hier 

oben), andemflMUa aber andere ^estininiini|i|eQ aiar 

Grundlage dienen, was durch die spSteren Entwicke- 

hingen ausführlich gezeigt werden wird. £s Werden 
• alsdann • die Be^i Aungssysteme in solcber AUgemein- 
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heit dargestellt, dafs sie auch diejenigen Fälle unifas- 
sen, IVO einige von den Haupteleinenicn (Haiipipunktc, 
Hauptgerade, u* s. w. siehe oben II, HI und IV,), 
welche bei . der gegenwärtigen Betrachtung immer reell 
waren, imaginär sind. Auch werden dann ähnliche 
Bczielmngssysteuic im Uaumo vorkommen, wo nament- 
lich in gewissen bcsonderu Fällen zwei Räume so auf- 
einander bezogen werden, dafs jeder Ebene im einen 
Uaume, irgend eine Fläche zweiten Grades im andern 
Räume entspricht, wodurch man sodann in Stand ge- 
setzt wird, mit Lciclitigkeit alle Flächen zweiten Grades 
unter gewissen Bediugungen zu erzcugeu, und ihre 
Eigenschaften aus den Eigenschaften der ihnen entspre- 
chenden Ebenen abzuleiten 



In Bezug auf die gegenwärtige Betrachtung mögen hier noch 
folgend«^ Beispiele von hesoudern Beziehungss^stemen erwShut wer- 
den. Zufolge jedes der zwei ersten (neben einander stehenden) 
Sätze in (!^. 46, 1.) Jiat man nämlich ein Beiiehungasysiem zwischen 
zwei aufeinander liegend gedachten Ebenen, wo z, B, nach dem Satze 
rechts, die Beziehung dann besteht, dafs jedem beliebigen Punkt« 
ß,, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt [BB J, 
in der andern Ebene, entspricht, welcher durch drei bestimmte 
feste Punkte B, B«, (AA,) geht; u, s, w. Eine andere Art, wo- 
durch solche besondere Beziehungssygteme zu Stande gebracht wer- 
den, habe ich bereits im Jahre 1828 in einzelnen Lehrsätzen ange- 
deutet (Journal FHr Mathematik, Bd. III. S. 211. Lehrs. 22 — 25.). 
, — Wie auf diese Weise andere, 2Misammenge8etztere Systeme der 
Art aufgestellt werden können, ist leicht zu sehen. Nämlich durch 
jedes Porisma, worin z. B. die Abhängigkeit zweier Punkte von 
einander so beschaffen ist, dafs während der eine sich längs ii^end 
einerGeraden (oderCurve) bewegt, der andere iigend eine bestimmte 
Curve durchluttfi, entsteht ein solches Beziehungssystem; u. s. w. 
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Anhang. 

f 

.61)1 Dit na^olgendeii Anfgftbai mid Lelirsilsift 
sind za dem Zwecke hierher gcsctz,t, um denjenigen 
Lesern y welche sich selbstthätig mit dei in diesen^ 
Werke aufgestfdlteii Methode b^sch&ftigeii iipMtn, Ge- 
legenheit zu geben, sich an zweckmäfsigen Beispielen 
|iu üben. Sollten sich in der That Liebhaber finden, 
wdehe dem einen oder andern dieser 8tt«^' ihre Auf* 

nierksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst 
^nderey dahif^ gehörige, Sätze aiifsuphten und bewiesen, 
und sollte ihnen d|ffan gelegen sein, sie Mf mitzathei* 
len, um sie bekannt zu machen, so würde ich gcra 
bei der pächsten schickUchen Gelegenheit darauf Rück- 
{rieht oebmeo» oder» ini falle sie naeh einer apdeni 
Methode behandelt, aber von allgemeinem Interesse 
wären y würde ich sie Herrn Cr eile übergeben und 
fhn ersndien, diesellien in sein Jonrnal fflr Mathe- 
matik aufzunehmen. Die Znsendungen mOfsten jedoch, 
wie es fiic|i von selbst yersteht, portofrei geschehen, und 
gönnten nach Belieben, m den Herrn Redaktepr des 
genaniiten Jpnm^ls pder an mich adressirt werden. 

• ■ 

■ t 

1) Wenn in einer Geraden A vier harmonische 
Punkte^ ond in einepi ebenen 3tral|lbtiscliel Q vier har- 
monische Strahlen gegeben sind, so sind die zwei Ge- 
bilde Ay B in Ansehung dieser gegebenen Elemente 
finf 8 y^rschiedene Arten projectiviscb (§• ^ 1« ß»)^ und 
Mnnen, in Rfieksicht auf jede Art, in perspectivische 
Lage gebracht irerden 6.). Wenq nun in einer 
{l(>ene die Lage . * ^ 

der fimdMi A ab ftn m^amih des Str^hfiicUs B leak ap- 
lasa ^ iw^tuMMldielBfiiif «iiSJ»pi|iil|PA bhA d^p Qerade A 
♦ < 
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«Ue AfMi imil Ort' y— puli fiwli ^ alle Artt« ttlt*4lim penpee» 
9lKliegt,ifvMj wdehe g^ensritip l|TVidB fd^. iQRUf »wddi« ^ 
B^elm^lidbeiiibiin die 8 (od« gefiseiäge Bedelrang balmi diina 
II.) IHirisItf • in Welcfte «ein Mit- die 8 '(oder ll.) Oendeo/iii 
td|ivd4(|ttt? ' ..wddwflfo'sn Itagn lnttniiCf 

2) Die der vorstehenden Aufgabe (1.) entsprechende 
Ai|%abe im StrahlhiiiftM wenn niiinlich hier in ei.r 
nem' ebeiMsl SMliHMsciiel 9 woA bk einem EbenenbQr 
schel 91 vier bariiKipi^^b^ El^m^te, ßegebe^ sind 
6^ 

' 3) Wenn in einer Ebene zvre! 8) Wenn in einer Ebene jwe} 

beliebigf: Gerade A, und in beliebige Strablbiischel B, ' 

jeder irgend vier barmoniscbe und in jedem irgend vier harmo- 

Punkte gegeben sind, so bestira- niscbe Strahlen gegeben sind, sq 

men die letztem, paarweise ge- schneiden sich die letztem paar- 

nommen, 16 Strahlen S, diese weise genommen, in 16 Punktcii 

schneiden sich in 72 Punkten P, P, diese bestimmen '72 Strahlea 

u. 8. w.; welche Eigenschaft ha- S, u. 8. w- ; welche Eigenschaft 

ben die Strahlen S in Hinsicht haben die Punkte P in Hinsicht 

ihrer gegenseitigen Lage* und fhrer gegenseitigen Lage, und 

welche die P^ukte P? wie oft welche die Stahlen. S? wie qft 

liegen von den letztem 3, ond gehen von dpn l^lzt^rn 3, und 

wie oll 6 in einer Geraden? u. wie oft 6 durch cfinen Punkt? 

8, w. (Giebt es z. B. 8 Kegel- n. s. w. (Giebt es»z. B 8 Ke- 

P(Chnitte, wovon jeder die gege- gelschnitte, wovon jeder durch 

benen Geradr.n Aj, A^ und 4 die Mittelpunkte B,B, unddarcli 

Strahlen S berührt? Liegen un- 4 Punkte P geht? Gehen unter 

ter andern von den Punkten P, andern von den Strahlen S, Smal > 
8 mal 6 in einer Geraden, un^ 6 durch einen Punkt» und liegen 
tcbneiden sich von diesen 4 Q^d von dfesen 4 pnd 4 j(| ejoer Gf^ 

4 In einem P<inki? s. wj* raden? i|. 8. w}. 

4) Die den Yorstebenden (3.) ähnlichen Aufgaben 
im Raimieji wenn iiämUch in zwei festen Geraden A, 

pder in zw^ festen. £beiienbttacbel|k 9, i^er 
bjinnonisdie Elemente gegeben sind^ 

5) Die dei]( Tprstehe^don (3.) ähnlichem A^^ben» 
wenn in eipem KegebcbniU zwei mal irier baimonieclie 

VuQ^tc, oder zwei mal viciT h^rmQDiscbe "(angenten 
gegeben (§. 4% II)* 
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6) Uierlier die obigen AnlgabeD <§. 21, iV.\ 

7) Die 4011 ▼orelehendeD (6.) entepTCchaideD Auf- 

gaben im Strablbüschcl D, wenn nämlich drei projec- 
Uviadha ebeae ^tnUbtiscbel ^b, fbu fbt «d M 

8) Wenn drei qnter li^li pro» 8) Wenn drei aaler skh pre» 
iectiviscbe Geri^de A, A,, im jeotivischc Ebenenbüschel 
Räume beliebig liegen, so be- SJg im Räume l>eliebig liegen, so 
stimmen je drei entsprecbeode scbneiden sieb je drei entspre- 
Punkte derselben eine Ebene i cbeode Ebeaeii diursdiben in ei- 
welcbe krumme Flüche wird von n^em Punkt: in welcher krummen 
lillen diesen Ebenen berührt? ^libie liegen aiJyß fiim^ Punkte? 

9) Wenn yiernQteri|eIipFo|eer 9) Wenn vier miter sich prsi» 
tivisqbe Gflinde im Räume be4ier lectiviiche Ebcneulmiwbel im 
hi$Mx^gpiiß ipie 4i6 befinden aicii Rampe beliebig liegen, .«ri|s..of)t 
fimift^nißt entsprechende Pf^kle treffen sich d«^ vier entspre- 
iemfjlim In eiiMT -Ebi^? . • di^de Ebenen dcnelbcn m e^ 

ja einer Ebene so zu iegeo, dafs sie einen Kreis er- 
«a§eii 4«^ 1.) . 

11) Zwei beKdiice pro|eilMsdie Am atfMkOh^ 

ficbel 55 1 %u oder zwei beliebige projectiviscbe Ebenen- 
büschel 4» V| ini Strablbfiscbel D so w legeo« dab 
jio cmm geraden Keigel oneofso« 

12) Zwei beliebige proyectivische Gerade A, A,, 
oder xwd 1>e|iebige projectivisehe Ebenenbüschel 9,% 
im Raune so va legen, da(s sie entweder •) ein ran- 
des einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Strah* 
len eines ^geraden Kegelß parallel sind 51, IV.)), 
oder'b)'Äf8 sie das in (§, S8^ 11/ 1.) besi^ebene be- 
sondere einfache Hyperboloid erzeugen* 

13) Zwei beliebige projecUvische ebene Strablbü- 
sehrf B, Bi in einer Ebene so zu legen, dafs sie ent- 
weder a) die dem Kreise am nächsten kommende El- 
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lipse, foihr die um «lekten tob- der* fjMcbteitJgeii 
{4iweichende fijfperbel erzeugen (§. 40, IL)« 

14) eiBen gag t li iw Mi JLegti iwate« Hanfes^ ^odo^ 
ite gegebi^MB ^faebM üjiHfboloId (»iilUit*»MMV 

£bene) in einem Kreise zu schneiden; odert Wexm 
swel ]»ra)«ctiiFMc^ 9i» in WIelllger 

fester Lage gegeben 'siDd/ sie mHtrf^t ' eiiier ^ene K 
ßo zu (schneiden, dafs die dadurch entsteheodi^n ehenei^ 
iBirablbtaiMi fl^ ftlekb nnd «lekhUegindl «ad, ob« 
tnitldii einen KteiA er^ged 40, IL); (d^sgleicheii 
weim in . einem Strahlbüschel D irgend zw^i pro|ei^f> 
vieche ^Iraw StBtbUiüftGbeL fbi gegeben mad^, . 

15) ;Wenn Im Aanme tier bdidiige feetto Bieneii 
gegeben sind, von welcher krummen Fläche werdeii 
dann alle Geraden, die vim denselben in ejoini und 
demselben gegebenen DqipelverilftItBlbgesehQltlai mm^ 
den, berührt? 

Pieser Aufgabe steht eine andere zur Seite f - welcheX 
W«8 luidet inebeemdm slatif .wenn tdas gitf^hm^ 
ppppelverhältnifs harmonisch ist? 

1$) Drehen sich zwei beliebige, der Grölse nacb 
uirrertodeificbe Winkei (ab), (%b,) fifi^dn «net 
Ebene dergestalt am ihre festen Scheitelpunkte B, B,, 
die in einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dafs der 
Ihnrobadmittspunkt a ^zweier iihner Schenkel .t^f ai .di0<* 
sen Kegelschnitt durchläuft, so beschreibt jeder der 
drei übrigen Punkte 5, t, in denen sich ihre ^chen^ 
kel paarweise sehneiden, ein^ Kegelschnitt, welcher 
durch die zwei festen Scheitel B, B| gebt, » Hierzu 
gehört ein Gegensatz;. welcher? . . 

17) Drehen sieh «wei der GrOfae nach giigebeiie 
FlSchenwinkel (a/?), (,aißi) um Ihre festen Kanten % 
%i dergestalt, dab die Durchscbnittslini^ C^^^i) zweier 
Seiten-Eben^ «r» stets eine fegebene feste Gesnde 
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Sfs trifft, iSO beschreibt jede dec drei fibrigea Diirclit 

^ehnmUs^ ißßOf i^^^^ die.Seiten. 
Ebenen paai^ise bilden, ein einfaches Hyperboloid, 
welcheft durob die festen Kanten 3i| geht,-— lii^wi 

.}9^W«iliii«epni(idlin|e eiM • IftcIVeiM ^ «t.dei 

|||reiec]r9 t^v Gt^fn fffid fjag? Spitze elnea Dreiecks der' Gfl^ftf 
iuicE ^egebe^ bt,. und wenp ' mii Lqg^' ^ch gegeben ||%. vmI 
»)^^''1Sh^ oAtf b) "fvem' «ntrtlsaer a) die Somme» 
0CBil|titencMed :der an dertel- odtp'b) der Unterschied der ihn 
1^ Uegenden Wifdcel . gegeben , einsc^iliefs enden Seiten gegeben 
' ift, 60 ist qer Ort der Spitze dfs ist, so berührt die Grundlinie, in 
Dreiecks : a) auf zwei gleiche allen ihr zukommenden Lagen, 
Kreise beschränkt, welche die stets eine von vier Parabeln, welr 
prundlinie iljur gemeiaschaftlichen che dem gegebenen Winkel (und 
Sehne haben ^ oder b) auf zwei dessen Neben- und Scheitelwin- 
gleiche gleichseitige Hyperbeln, kel) eingeschrieben sind, und \vo- 
welche^beilfBlls'dieGrDndlihieznr von 2 und 2 (die in den Schei» 
g^meinscbaftlif^en Sehne haben, ielwinkeln liegen) gleicli sind. : 
19) Wenn ein Kaotenwinkel 19) Wenn ein Flächenvi-inkel 
"^(alO eine« dreikantigen Körper- (^rxß) eines dreifliicliigen KtVrper- 
winkels (dbc) der Grofse und winkels (ußy) der Gröfse und 
Lage n^^ch gegeben, und wenn Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder entweder a) die Si^me, oder 
b) der IJnterschied der beiden b) der Vnterscbied der beiden 
daran liegenden Flächenwinkel daran liegenden Kantenwinkel ge- 
gegeben ist, 80 ist der Ort der geben ist, so berfihrt die dcittt 
dritten Kante c auf vier bestinunte Seitenfläche in allen ihr bq» 
(U. besoqdere) Kegelflächen zwei- ^ompienden Lagen, stets ^ipeTOfi 
feil Grades beschränkt » welche vier bestimmten ^e^ielfl. Eweiten 
dem gegebenen Kantenwinkel (ab) Gr., welche dem gegebenen Flä- 
nniBchrieben t nnd wovon zwei chenifinU eingf^duieben, und 

Bind. 

öder; " ' 

Wenn die' Gnmdlinie emes Wenn zwei Seiten enies spbä- 
sphärischen Dreiecks der Gröfse fischen Dreiecks in zwei gege- 
und Lage nach gegeben, nnd b^nen Hauptkreisen liegen sollen 
wenn entweder a) die Summe^ und wenn entweder a) ihre Sum- 
oder b) der Unterschied der me, oder b) ihr Unterschied ge- 
daran liegenden zwei Winkel ge- geben ist, so berührt die dritte 
|eUen ist» so ifit d^r Ort der Seitei ip alieoihrinöglichenveise 
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Spftie des Dreiecks atif vier 1>e- »Aoomiefidta I^^« stets eioeä 
stimmte sphSrische Kegelscbniite toi| vier bestiramtea sphärischen 
beschrSnkt» welche jene Gmnd- Kegelschnilteni welche jencHaupt- 
]ihi<i sn^ gemdiiSdiSftlichen Sehne Icreise berfifareni niid wovon twel 
' haben, nnd wovoii «Wei md«Wel ud twÜ einsudtt ffMk sind» " 
cinsiidar ^«kh Sold» 

20) Beweget! sidi je#ei El^etleii cri/ die läicU 
um zwei feste (Gerade 21, 2Ji drehen, dergestalt, ijafs 
entweder a) die Summei oder b) der Untersehted • dei^ 
Winkel^ welche sie mit diier feeteil ditlfeii'E3>etie ^ 
die jenen beiden Geraden parallel ist, bilden, constant 
Ueibti 80 liescbreibt ihre Durchschnittslinie eia 
eiiErfaehee Hjperboloidi welches .durch die feeteaiGera-» 
den 31, . geht — "Wie lautet der bierau gehörige 
Salz? ... . 

it) fietHregeil aicii zw^ Kbeneü ce,» die sich um 
zwei feste Gerade 2i, % drehen^ dergestalt j dafs sie 
ateU irgend zwei zugeordneten Durchmessern eines ge- 
gebeDen ieaten Kegekchoilte parallel siiid^ so. beschreibt 
ihre Durchschnittsliuie (ccai) ein einfaches Hyperboloid. 
(Vergh 53, II, 20. Liegen die Geraden 2I> 2li in 
einer Ebene, , so tritt aii jdie SteUe des |]yp^boloId)i| ftine ' 
Kegelfläche zweiten Grades« / 

22) Wenn ein Kantenwinkel 22) Wenn ein Flädienwinkel 
eines dreikantigen Körperwinkels eines dreiflächigen Körperwinkels 
, der Gröfse und Lage nach > und der GrÖfsef und Lage nach , und 
wenn der ihm gegenüberliegende wenn der ihm geg|iai£t|er liegende 
Flächenwinkel der Gröfse nach Küntenwinkel der Gröfse nach 
gegeben ist, in welcher Kegel- gegeben ist, welche Kegelfläche 
fliiche beßndet sich dann die berührt dann di^Ehene dcfs letc* 
Kante des letztern bei allen ih- tem in allen ilirai TmschMIfDrtl 
W-ySKs4iedeain^L«eeii7. ...^JiS^?;/ • ; 

Diese Aufgaben suidJEMürlitiÜB in der Stereome-» 
trie. . Wenn auch die genannten KegelflAiÜMA.: vom 
TicrtBii Grade olad, jü» sfnd .sie TieUeidit.vM-sobdMii» 
besoftdwen Art, dab Sie deshalb doob bequem bei Ter«» 
schiedenen KoDstructionen angewandt werden können* 
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4 ' 

Wie lauten die den vorstehenden ents{>recbenden sphä- 
rischen M%al)en? (§. M. 48.) \ 

tt)WM «jiid«fCMbe iMii . 23) Wm «fai dk« GdSbe Mch 

imTMtedeili^W WiokiO. . (aa«) «üMliiMidhct fUchenwiDkel 
sich «» M idnen fBaten Sdiei* (««1) rieh dergestalt bewegt* 
tel dreht, dab seine Schenket a» dal« aebe Seitenflächen oe, 
a, stets irgend iwei feste Gerade stets dorch irgeud zwei feste Ge« 
A, im Raome schneiden, wel'> rade ^» im Kaume geben« 
die krumme Flfiche wird dann welche krumme Fläche wird dann 
voll der durch die Durchschnitts- Ton seiner Kante C^cc^J) beschrie* 
punkte gebenden Geraden be- ben? 
schrieben? 

iM) Ißefinden sich zwei projectivische Gebilde^ 
dtMi (kradd A und ein ebener Strahlbfisdidi in: be» 
liebi^er sclifefer Lage in einer Ebene» und man zieht 
durch jeden Punkt der Geraden einen Strahl» Welcher 
eufw i eäcr dem (dem ledesmaligen Punkt) entspreeheiH 
den Strahl deä Strdhibfischels parallel ist, oder b) wel* 
eher zn ihm rechtwinklig ist, so berühren alle solche 
StraUen eine beatinimte Parabel, wdcke andi hob der 
gegebenen Geraden A berdhrt wird. - 

25) Befinden sich dieselben Gebilde A» B (21) in 
bdiebiger acbicferLage imRaomo tmd mab' siebt dnreb 
die Punkte in A Strahlen, welche den entsprechendes 
Strahlen in B parallel sind, so liegen dieselben iu ei^ 
mm luperboliach^ Parabolold (§1 52«); uDd ttliet ma» 
aus den Punkten in A senkreebte EbeneB auf die ihnes 
entsprechenden Strahlen in J^» so berühren alle diese 
Ebenen fHWPi.. bfitlmwleii jiayab^Uacbeja QjrUiider (§. 

26) Befinden sich zwei pro)ectivitche Gebilde, eine 
Gemde A and eio ia^eneBbtsobel in aobieiiir Lagc^ 
und man ftUetrais deti taikten in A Lothe auf die 
ihnen enteprecbenden Ebenen in II, so liegen alle diese 
Loiko itt «iflW l^büücheo i^afabohM. ^ ;Waa 
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findet statt, wenn man durch die Punkte in' A' Ebenen 
legt, die den entsprechenden Ebenen in ^ parallel sind?* 

27) Liegen zwei projectiTische ebene Strahlbtischel 
Bi beliebig im Räume und man legt dnrch irgendf 

einen gegebenen Punkt D Ebenen, wovon jede irgend 
zwei entsprechender Strahlen der Strablbüsehel parallef 
ist| so umht^Uen sie eine Kegcitläche D zweiten Grades; 
oder legt man dnrch D solche Gerade, wovon jede 
zu irgend zwei entsprechenden Strahlen der StrahlbÜ*^ 
sehel der Richtung nach rechtwinklig ist, so liegen sie 
in einer Kegelfläche Zweiten Grades» . : ,» . 

28) Sind im Räume irgend zwei Gerade A, A| und 
irgend ein Ebenenbüschel ^ in fester Lage gegeben 
und eine andere Gerade a bewegt sich längs jenen 
beiden so, dafs sie stets zu irgend einer Ebene des 
Ebenenbüschels senkrecht ist, so beschreibt sie ein 
gleichseitiges h^rperbolisches Paraboloid (§. 52, IL). 

29) Ist irgend ein Kegel zweiten Grades und sind 
irgend zwei Gerade A, Aj, die auf zwei beliebigen Be- 
rührungsebcnen desselben senkrecht stehen, gegeben 
und eine dritte Gerade a bewegt sich so, dafs sie stets 
Jene zwei Geraden schneidet und beständig zu irgend 
einer Berührungsebene des Kegels rechtwinklig ist, so 
beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid, j - « • ■ > 

30) Alle Ebenen, welche durch irgend einen festiefn 
Punkt D gehen und ein gegebenes einfaches Hyperbo- 
loid in gleichseitigen Hyperbeln schneiden, berühren 
«inen Kegöl D »weiten Grades *). — Beim fcjperboli- 

• f * ' ■ • _ . ■ , ■ 

• • . ' . . .. / 

f 

*) Alle Ebenen, welche durch ingend eineii gegebenen Punkt 
^ geben und irgend eine gegebene Fläche zweiten Grades in Pa- 
rabeln schneiden, umhüllen einen Kegel 2len Grades« welcher dem 
^ymptote». Kegel jener Fläche gleich and mit ihm parallel ist 



sehen Paraboloid ist dieser Satz iuuiier mdg^ch (§. ö% 
tiiid §. 4, links.). 

' 31} ,Alk Ebenen ^ isreh irgend einen gegeMeiieli 
Punkt gehen and irgend eine gegebene Fläche ^vreiten 
Grades in ttbnlichmi.Cttrven schneiden^ «n^HUea 
iQr eine Kegelfliche?' 

32) .^Beim einfachen Hyperboloid liegeol alle Nor- 
nakn iMfiS irgend einco Strahls desselben in einem 
gleidiseiligeB. bjpi^rbdliscben Paraboloid«^ Dtesev 
bekannte Satz läfst sieb leicht durch projectivische £1-^ 
^enscbaften beweisen (§. 52« 53.)« 

39) Bei |s4er ^Fläche zweiten Grades skid di«N<»r- 
iDalen längs irgend eines ebenen Schnittes derselben 
jedesmat den Strabieii irgend eines Kegab zweit^ Gra- 
des paralt«L ; . . 

34) Wie tiele Normalen sind, im Allgemeinen, 
tOÜ eipem beliebigen Pui^te aus, auf irgend eine §e- 
ge{ieiN( f lftdi0 «weiMn Gtädep möglich^ oni welche 
Beziehung haben sie unter sich? 

.35) Im Allgemeinen steht auf jedem Ditechmesser 
einer t'läclifi xweiCen Gladem ein. bestinunlefv ibm in* 
geordneter^ anderer Durchmesser seukrecht Alle Durcb- 
« ifl^ser, ^wdckß zu solchen andern^ die in irgend einer 
Darciune8s«r-£beiie E (di I. eilifrEbene^ diaddrch dai 
Ilklittelpunkt der Fläche geht) liegen, zugeordnet und 
rechtwinklig sind^ befinden sich in einer Kegelfläche 
ftweked. .Grades^, midie: chvch den* )«ller^ Ebene £ xan 
geordneten und durch den auf ihr senkrecht stehenden 
Durchmesser der Fläche geht 

86) Alle Durcbmesser-Ebenen diier niclie twd- 
ten Grades > die zu solchen Durchmessern zugeordnet 
sind^ welche in irgend. einer Kegeliläche zweiten Gra;- 
des.liegeuy berOhren* eine andeie Kegelflftpba deeseUwMa 
Grades; und auch umgekehrt« 

87) In 
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>^ 37) In jeder Durchmesser - Ebene einer FlSdie twei- 
Cen Grades liegen, im Allgemeinen, zwei zugeordnete 
sa eiDaBderrechtwiakligeDiiiehisetiert wekhes ist der 
Ort der letztem bei einem Darchmesser-Ebenenbü« 
echel 31 (d. h. bei einer Schaar Ebenen, die durch ei'* 
neo Durchmesser 81 der Fläche gehen)? 

38) Wenn im Räume irgend zwei Gerade A, At 
imd irgend eine ebene Conre nten Grades C gegeben 
«nd, und es bewegt sich eine dritte Gerade a so, dab 

eie stets jene drei festen Elemente A, Ai, C schnei- 
det» 80 beschreibt sie etee Fläche vom 2nten Grad^ 

•welche )edoch yon unzähligen Ebenen a, in k 

Curven vom nten Gerade geschnitten werden kann» 
tind zwar bilden ^e solche Ebenen einen bestimmteil 
EbenenbQschel S. — * Es giebt d^nen andern Sati^ wd* 
eher diesem zur Seite steht; wie lautet er? 

39} Denkt man , sich um ein gegebenes DreiedL 
jcpi eine Schaar (d« i. alle mögliche) ähnliche Kegel* 
schnitte, von irgend einer bestimmten Gattung, be* 
achrieben, so werden dieselben allemal von irgend ei* 
ner bestimmten Cunre Tierten Grades C umhüllt (be- 
rührt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks 
zu singulären Pimkten hat* Derjenige Punkt, in wel- 
chem jeder Kegekchnitt ▼ou der Cunre C berührt 
wird, und derjenige Punkt, in welchem er den dein 
Dreieck f^l umschriebenen Kreis K zum Tiertenmal 
sdmeidet (aufser den Punkten je, 9, })» sind allemal 
Endpunkte eines und desselben Durchmessers des Ke- 
gelschnitts. Der Irrels K wird in jedem Punkt von 
zwei der genannten Kegelschnitte geschnitten» und die 
awd Punkte, in welchen diese von der Curve C bc« 
rührt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen 
Hyperbel, die dem Dreieck umsduiebeiiist; ti*s«W* 
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■ 

In HiDsicht der Curvc C finden folgende wesentliche 
Greozfälie statt: a) Gehen die Schaar Kegelschnitte üi 
Kireisd fiber, so fallen sie ilie in einen einsigeB Mi- 
sammen, in welchen ebenfalls die Curve C übergeht, 
und welcher der dem Dreieck umschriebene Kreis 
K ist; b) Terwandeln sich die Kegelschnitte in ParH- 
beluy 80 geht die Curve C in eine unendlich ent- 
fernte Gerade über; und c) sind ^ Kegekchnitte 
gleichseitige Hyperbeln, sorednziltsich dieCbrve 
C auf einen Punkt, nämlich auf denjenigen, in wel- 
chem sich die drei Höhen des Dreiecks schneideni d. 1^ 
,,dnrdi diesen Punkt gdit )ede der genannten Hj- 
perbeln.** « . » m . i^f. 

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und wel- 
ches ist der Ort ^er Brennpunkte der Toigenamiten 

Schaar Kegelschnitte? 

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen a^ßpy 
(Fig. 67.), welche irgend einem Dreisdt xyz einge- 
schrieben sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 
A, Ai» Af» so bilden diese ein Dreiseit AA|A,, in 
welches sich nnzfthlige Dreiecke üüiü^ so besdireib^ 
lassen, dab ihre Seiten jene Kreise berühren; nämlich 
legt man aus einem beliebigen Punkt a, in A, eine 
Tangente adi an den Kreis yf aus dem dadurch be- 
stimmten Punkte Ol, in Aj, femer eine Tangente diCi^ 
an den Kreis a, so berührt allemal die Gerade aas 
den Kreis — Man erhält einen ahnlichen Satz, wenn 
man noch den vierten Kreis welcher dem gegebenen 
Dreiseit xjz eingeschrieben werden kann, zu Hülfe 
> mimnt Beide Satze sind jedoch nur besondere Falle 
des folgenden allgemeinen Satzes (rechts). 

41) Werden einem gegebeneti 41) Werden einem gegebenen 
Dreiecl: beliebige n Kegel- Dreiseit xyz beliebige n Kegel- 
schnitte umscbrieben, and man schnitte eingeschrieben und man 
berücksichtigt die n Punkte B, legt an je svrei, nach der Reihe 
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B, , Bg, « in welchen je qnmittelbar auFeinander folgende 

iwei, nach der Reihe unmittel- Kegelschnitte, eint; (vierte) ge- 

telbar aufeinander folgende, Ke- meinschaftliche Tangente A, A^, 

gelschnitte sich schneiden, so las- Ag, , so lassen sich unzäh- 

sen sich unzlihli*je n Ecke so be- lige n Ecke so beschreiben, dafs 

schreiben, dafs ihre Seiten, nach ihre Ecken, nach der Reilie, in 

der Reihe, durcli jene Punkte ge- jenen Tangenten liegen, und dafs 

hen, und dafs ihre Ecken» nacli ihre Seiten, nach der Ordnung 

der Ordnung > in jenen Ki^el* jene Kegelschnitte berähreau 
adinitten he^n, 

• Wofern man einie oder zwei Gerade als Kegel- 
schnitt betrachtet, so sind in diesen Sätzen, unter an- 
derDy auch die ohlßen SStze (§• ^ II u. UL) und 
(§. 42, 1.) als besondere Fälle enthalten. Aufserdem 
entstehen auch merkwürdige besondere Fälle, wenn an- 
genoaunen wirdi von den gegebenen Elementen ff 9, } 
und X, j, z sollen einige imaginär oder unendlich 
entfernt sein. 

42) Wenn in einer Ebene ein beliebiges n Seil 
und aUe Ecken eines n Ecks, bis auf zwei, gegeben 
sind, so sollen diese zwei unter der Bedingung gefun- 
den werden» dafs sodann unendlich viele n Ecke m(>g- 
lich sind, welche zugleich jenem n Seil eingeachfieben 
und jenem n Eck umschrieben sind. (Der Ort der 
zwei gesuchten Eckpunkte ist auf zwei bestimmte Ge- * 
rade beschrSnkty weldie durch dieselben projectivisch 
getheilt werden, so dafs also die sie verbindende Seite, 
in .allen ihren möglich verschiedenen Lagen,, stets ei- 
nen bestimmten KegdschniU berührt). ~ Wie keifst 
die dieser Aufgabe entgegenstehende Aufgabe? Beide 
Aufgaben finden auch statt, wenn das gegebene n Seit 
und n Eck nicht in einer Ebene, sondern im Raune 
(§. 55«) sich befinden, wozu insbesondere die nacher- 
w&hnte Aufgabe gehört. 

43) Hierher die Aufgabe und der Satz in (§.&8.Note.)« ^ 

44) Wenn in der Eiieue ein beliebiges n Eck ge- 

20* 



üiyitized by Google 



aOd Anhang. • 60. 

geben ist» ein anderes zu beschreibcR, wdebes jenem 
zugleich um- und eingcsclirieben isU— M oabius i 
hat gezeigt, dafs diese Aufgabe beim Dreieck und Vier- 
eck noch nicht möglich ist (Journ. f. Matheni.). Die 
In (§. 25«) gegebne Auflösung rouCs dies bestStigcn, 
wenn man die beiden Vierecke gleich werden und auf- 
einander falieu läfst; man wird d^nn finden, dafs bei 
den aufeinander liegenden projeoliTischeii Geraden A»A4 
keine entsprechende Punkte vereinigt sind. Eben 80 
mufs man iiuden können , ob die vorgelegte Aufgabe 
fflr das Fflnfeek u. 8. w* möglich ist. 

45) Wenn im Räume irgend ein n Flach (§. 55.) 
und irgend ein n Eck gegeben: 

Ein n Eck (im Ramne) sa be- Ein n FUeh (im Raune) la 

schreiben, welches dem tt Flacli besclireiben, weichet jenem a ' 

eingeschriebei^ imd jeaem a Eck Flach eingesc)i rieben und deM 

UMchridMU ist. a Eck aaiidiKieb^ ist 

Odei': 

Wenn im Räume n beliebige Ebenen und n be- 
liebige Punkte gegeben sind, ein n fick (im Räume, 
§. 55.) so zu beschreiben, daCs seine Ecken, nach der 
Reibe, in jenen Ebenen liegen > und seine Seiten, nach 
der Reih^ durch jene Punkte gehen. — Diese Aufgabe 

läfst im Allgemeinen V.2\S^ n^'^X Auflösungen 

zu (vergl. §. 25. Note.). Giebt es in der That Fälle, 
wo alle diese Auflösungen zugleich möglich sind, oder 
▼erhSlt es sich damit so, daCs, während ein Theil der- 
selben möglich ist, die andern nicht statt finden köi»- 
neu? Dasselbe kann bei (§. 25.) und (§. 5fi^ 4.) ge- 
fragt werden. 

46^ Zweimal di'ci zugeordnete " 46) Zweimal drei zugeordnete 
harmonische Pole in Bezug auf Ilannonische in Bezug aaf einen 
einen gegebenen Kegelschnitt (§. gegebenen Kegelschnitt (§. 44.), 
44.) , liegen allemal in irgend ei- berühren allemal irgeod ciaeo «n- 
nem «ndero Kegelsclmitt. dern Kegclscbaitt. 



biyitized by Google 



i 



0 

60« Au%ab€ii Lelmäta«. J09 

41) Ikkim ivscad M Kegel- 47) Haben ifgeiid dici K^. 
iiUlllii K,» b ciMT edmilte iT» i^i, it« in cImt 
Dmm livd yehecheftHdie Ebe n e twei gewchecbeftBcbe 
(iccUe oder bnagblra} Pwibte (reelle oder loMigiiiiire} Tangen* 
r» I, ao iet der Ort dei)en%en ton r« a, oo berihrt jede CSmde 
PHbi P» deaMn dnt Hannenl- 6» deren drei bannoniacbe Pole 
adle in Besug auf dieaelben (f. in Beng anf dieaelben (f. 44.) 
44.) aicb In fagend eioeni Punkt in Irgend einer andern Geraden 
P, idmeidin, oo ^ 4er Ort liegen, ao fiie anab dieae 
dfeaca leMem Panbto» ob nnd letotere Gerade, aleta eben und 
deraette bnalbnmle vierte KegeU deneelben beatbunten vierten 
aebniti K,, wdcber mit jenen Kegelsebnittit]» wdeher mit je> 
dreien db nlmWcben awei Pimfcia nen dreien die nindieben iwci 
gawln bat| nnd ftmars db Ge* Tangenten gemeb bat; nnd fer- 
ffide PP« geht alato dnrdi dnen «er: der Panlt (®®,) liegt 
beatl nm ita n ÜMtan POnkt Q, wel* aleta anf einer bestimmten fealen 
dber der banniniarbe M der. Geraden Q» welche die Hanno- 
Geraden 14 b Beti^ anf den nIadM dea Dorchschnittsponlt^ 
vierten Kegeladinitt ist, nnd (rs) in Besng auf den vierten Ke- 
in weldiem eieh die drei Sekan- gclsclinitt ist, nnd in welclier 
leOf welche die drei gegebenen die drei DarchschniUspnnkte der 
Kegelschnitte« paarweise gcnom- drei Paar Tangenten , welche die 
inen, gemein haben (aufser der drei gegebenen Kcgebchnitte, 
Sekante cOi schneiden; a s. w.; paarweise gonommen, gsmeio ha- 
ben, liegen; u. s. w. 

48) Wenn in einer Ebene drei 48) Wenn in einer Ebene drei 

beliebige Kegelschnitte gegeben beliebige Kegelschnitte gegeben 

ebd» welches ist dann der Ort sind» welche Cunre wird dann 

de^enigen Punkts P» dessen drei yon derjenigen Geraden ®, de- 

Harmonische in Bezug auf die ren drei harmonische Pole in Be- 

Kegeleehnilley sich in irgend ei- zug auf die Kegelsehnillcy in ir- 

nem andern Punkte P^ aehnei« gend einer andern Geraden @| 

4ni? nnd welche Cur^e wird liegen» berührt? und welches ist 

fon der Geraden PP« berihrt? der Ort dea DarcfaaebniUagiankla 

49) Wie steht es mit den voi stehenden Sätzen (47.) 
und Auijgabcn (48.) in den besondern Fällen» wo statt 
ledes gegebenen Kegebchnltts zwei Gerade (links) oder 

zwei Punkte (rechts) augenuuimen werden? 

50) Haben irgend viergegeliene 50) Uaben irgrnd virr gegeliene 
Flächen . cweiten Grades einen Flächen zweiten Grades einenge- 
(reellen nder inugnUren) Kegel- meinacbalUicben Berfibrangakegel 
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•dnllt K gemcbt Irt aer Ort f , •» bctttit ftAt mMk» Bme 
actjenigcn PonkU dessen Tier €» dfreo Tier b«fin<nlic!ie P«l«» 
bamnididie Ebenen In Beeng «tf in Bemg anf feoe FlflcheUf in iit 
dieeelben eleh In^ irgend einem gend einer andern Eliene Ue- 
■ndern Ptanlct P^ sdbndden, eo gen» fo wie eneii diese letalere 
wie der Ort dee lelitem Ponktot Ebene, eteta eine und diesdiio 
ebie nnd dieselbe besUn^mte bestimmte filnfteFlSebe desselben 
ftnfte Fliehe desselben Grades» Grades, welche mit jenen vieren 
wdehe mit jenen tieren den nSm> den 'nSmlieben Berihrmigske^el 
Beben KegelsdintttK gemein hat; St gemein bat; nnd ferner: die 
nnd ferner: die Gerade PP^ geht Gerade (€€i) Hegt stets in einer 
stets durch einen bestimmten fe- bestimmten festen Ebene £t, wel- 
Sten Punkt Q, welcher der har- ehe die harmonische Ebene des 
monische Pol der Ebene K in Punkt« ^ in Bezug auf die fünfte 
Bezug auf die fünfte Fläche ist, Fläche ist, und in welcher die 
ond durch welchen die Ebenen Mittelpunkte der sechs ßerüb- 
der feclis Kegelschnitte, welche rungskegel, welche die rier ge- 
die vier gegebenen Flächen, paar- gebenen Flächen, paarweise ge- 
weise genommen^ gemein haben, nommen, gemein habeQ» liegen; 
gehen; u. s, w, u. «. w. 

■ 61) Wenn vier heliehige Flä- bl) Wenn vier beliebige Flä- 
chen zweiten Grades gegeben chen zweiten Grades gegeben 
sind, welches ist dann der Ort sind, welclie knirame Fläche wird 
desjenigen Punkts P, dessen vier dann von derjenigen Ebene ^ bc- 
barmonische Ebenen in Bezug auf rührt, deren vier härm. Pole in 
dieselben, sich in. irgend einem Bezug auf dieselben in ii^end ei- 
andern Punkt P^ schneiden? und ner andern Ebene liegen? und 
%velches ist der Ort der Geraden welches ist der Ort der Dnrdi* 
PP^ ? ♦) schnitt^linie (€€,)? *) 

52) Haben iigend zwei Kegel- 52) Haben irgend zwei Kegel- 
fichnitte Tier gemeioschallliche schnitte vier gemeinachaftlicbs 
Pmikte» nnd geben von den acht Tangenten, und liegen von dnn 
Tangenten, von welchen sie in acht Paukten, in welchen sie von 
denselben berührt werden, drei denselben berührt werden, drei 
dorch irgend einen Punkt, so geht in irgend einer Geraden, so liegt 
- allemal noch eine Tierte Tangente allemal noch ein vierter Pudit in 
durch denselben Pmdct, nnd so derselben Geraden» nnd so lie- 



*) Welche Eigentbfhnliehhdten finden bei diesen Aii%aben, 

so wie bei den Sitzen (50.)* statt, wenn üBr jede sngegebene Fliehe 

insbesondere äne Kegelfläche sweiten Grades oder iwei Ebenen 

angenommen werden? 
* 
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^pUb aUm mtxh db vierflibii- cen «ladion «leh die rrer flbrigen 
gen Tangenta dureh irgend einen railto in Irgend eber nnd der* 
und denselben Punkt «dben Gereden« 

» , 

Solche Bezidumg, wie hier die zweiKegelschDitte, 
hat bei den obigen SSteen (47.; der norle Kegelschnitt 

zu jedem der drei gegebenen. 

68) Hniwi Irgend tifnlFIlciiea 53) Hillen irgend ipeiFiadien 
Bweiten Gredee iwei gemein- iweiten Grades iwei .gemein- 
sdieMiclie Kegelsduiitte, nnd ht^ edhafüiclie Berfilifangsicegel, nnd 
,lMn Ten den vter KegelflSehen» liegen rmk den Tier K^lsdniit» 
fott weldieneie in denselben he> ten, in weldien sie wm deneil 
rtiirt imien, twei einen nnd ben beiiliri werden, swei in ei- 
deneeHien Hittelpunkt» so lieben aer nnd derselben Ebene» eo lin- 
alsdann «ndi die iifei Übrigen gen eledann ancb die zwei übri- 
Kegelflicben Irgend dnen Punkt gen Kegelscbmtte in irgeud einer 
zum gemeiDs. Hittelpnnlet nnd derselben Ebene. 

Solche Beziehung, wie hier die zweiFlUdien zwei- 
ten Grades, hat bei den obigen Sätzen (SO.) die fOnfte 
. Fl&che zu jeder der vier gegebenen. 

54) , Ji^end 6 Punkte eines be- 54) «Jrgend G Tans^enten eines 
liebigen Kegelschnitts bestimmen Ijeliebigen Kegclscluiitts bcstim- 
60 ein£;escbriebene einfache Sechs- raen 60 nmschriebene einfnclie 
ecke (§. 19.); in jedem der letz- 8echsseite (§. 19.); in jedem der 
teren liegen die drei Punkte, in letzteren gehen Jie drei Diagona- 
welchen die gegenüber liegenden len> welche die gegenüber ste- 
Seiten sich schneiden, in einer henden Ecken verbinden, durch 
Geraden G (§. 42, I.), so dafs einen Punkt <P (§. 42, I.), so 
also 60 eelcber Geraden G sUtt dais also 60 solcher Punkte 
finden; von diesen 60 Geraden ge- statt finden; von diesen 60 Punk- 
hen drei und drei durch irgend einen ten liegen drei und drei in ir- 
Punkt P, so dafs 20 solcher Punkte gend einer Geraden so dais 
P entstehen; und von diesen 20 20 eoldier Geraden 0 ents(ebei|; 
Punkten liegen 15 mal 4 in einer und von diesen 20 Geraden ge- 
Geraden g> so dafs jeder in drei ben 15 mal 4 durch einen Punkt 
solchen Geraden liegt." (Welche |), so dafs jede durch drei solche 
Beeiehnng beben diese 15 Gera* Punkte geht.'' (Weldie Bezie- 
dea g weiter m «iaeadcr?) bnng beben diese 15 Punkte $ 

weiter ta einender?) 

„Sind^ bei einem und demselben Kegelschnitt, die 
gegebenen sechs Punkte (links) angleich die Bertth- 
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rongspunUe jkr gegebenn sedu Tangenten (rechts), 
so Üüd: 

die 60 Geraden G die Harmoiiisdben der 00 Punkte 

9J(§. 44.), 

die 20 Punkte P die harmonischen Pole der 20 
Geraden^, 

die 15 Geraden g die Hamionisdien der 15 Ptankte p 

in Bezug auf den Kegelschnitt"^). 

55) Wenn bei dem vorherge- 55) Wenn bei dem vorberge- 
henden Satie (54^) dteePtnkte henden Satze (54.) di« 6 Taa- 
MMtondere aa aagf miwicn wer» gfotoii latbatondere so angflMi» 
den» dala sie« paarweise, in drei men werden, dafssie sich» paar- 
geraden liegen, welche durch ir- weise» in drei Punkten echneiden, 
§nd einen und denselben Pnnlct welche in irgend einer nnd der- 
gdien: welche besondere Lage selben Geraden li^;en: welche 
b^ben alsdann die 60 Geraden besondere Lage haben alsdam 
G, die 20 Punkte P» and die 15 die 60 Punkte $» die ^ Gcnh 
Cenden g? den 6» nnd die 15 Pimkle 9? 

56) Besteht» in Betracht der Satze (54.)» der ge- 
gebene Kegelschnitt links aus zwei Geraden und rechts 
aas zwei Punkten» so hat man femer insbesondere fol- 
gende Sätze (§. 23, IIL): 

„Wenn in jeder von zwei Ge- „Wrnn in jedem von zwei 

raden , die in einer Ebene Strahlbüscbeln h, B^, die in 

liegen» drei beliebige Punkte an- einer Ebene liegen, drei belie- 

genoromen werden , so lassen sfch bige Strahlen angenommen wcr- 

dnrch diese, paarweise» 9 Ge- den, so schneiden sich diese» 

rade G legen, welche sich» paar- paanveise, in 9 Punkten <p, durch 

weise, in 18 Punkten P schnei- welche sich» paanveise, 18 Ge- 

den» wovon 6 mal 3 in einer rade @ le^en lassen, wovon 6 

Geraden g liegen, und von die- mal 3 durch einen Punkt p ge- 

pen 6 Geraden g gehen 3 and 3 hen» und von diesen 6 Punkten P' 

dnrch eiiien Pnpki,*' liegen 3nnd3in euierGeMden*'* 

Bei der ^nten Bekanntnuchnng dieser SStzo (^Annalea 4$ 
Matkematiqueat tOI|i. XYIIL) hatte sich, in Betreff der Geraden 
und der Punkte p, eme Unrichtigkeit eingeschlichen. — UoUsniitlel» 
dsrch welche die SStze sich beweisen lassen, sind im gegenwSrti- 
genTheil^ efldNilten (§. 42. 0. S« 46.).— (Me Sitae (50.) habe ich 
Hi cp d ap y t b s t menl bckanpt gemaeht. 



* 
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•7) Wmhi fai AmekuDg d«r oUgen Site (51.): 

Ton den angenomnieDeo secbs Von den angenommenen sechs 
Pankten fänf fest bleiben, wSh- Tangenten Hinf fest bleiben, wah- 
rend der sechste den Kegelschnitt rend die sechste sich am den 
darchlaai^: wie bewegen sich dann Kegelschnitt herambcwegt : wie 
die 60 Geraden G, wie die 20 bewegen sich dann die 60 Punkte 
- Punkte P, und »wie die 15 Ge- wie die 20 Geraden 0, und 
laden g? wie die 15 Punkte 

58) Die Sfttza (54.) besiebn aicb auf sechs gleich- 
artige Eleneote eines Kegeisehiiilts: welche cigeDthOm- 
Uchen Salze fjoden bei sechs uDgleichoainigcn Eiemeu- 
Um atatt, d. h., wena 6» 4, 3» 2, 1 Punkte und re- 
specUve 1, % 3, 4, 5 Tangenten eines Kegelschnitts 
gegeben sind? 

69) DenlLl man aich im Ranme irgend zwei rechl- 
winUige Coordinatensjsteme um einen und denselben 
Anfangspunkt, so findet folgendes statt: 

Die 6 Coordinatenaxen Die 6 Coordinatettshenea 
liegen allemal in irgend berShren allemal irgend ei* 
aer KegeUliche »weilen neKegelflSche sweitenGra- 
Grades. des. 

Dieser Sats ist ein besonderer Fall eines um fas- 
sendem Satzes. Auch kann er, auf entsprechende 
Weise» wie der obige (51.)» weiter ausgedehnt wer* 
den (§. 33. u. §. 48.). 

60) Wenn irgend 9 Punkte einer Fläche zweiten 
Grades gegeben sind, beliebige andere Punkte dersel- 
ben (durch Konstruction ) zu finden; oder: .^Welche 
Edation findet zwischen irgend 10 Punkten eiucr Flüche 
aweiten Grades statt?" 

Die zweite Frage ist bereits zweimal von dci Itriis- . 
seier Akademie als Preisaufgabc gegeben worden, aber 
beidcmaly so viel ieh weiCs, ohne Erfolg. 

61) Wenn von der Durchschniltscurvc zweier Flä- 
chen zweiten Grades irgend acht Punkte g^eben sin4 
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beUebige andere PlmklB ienelbcfi (dofch KcmtnijBtion) 

zu finden. * 

62) Durch acht beUdiige gegebene Punkte im Rmmm 
eine Kegelflttche zwmten Grades zu legen* — Lfibt im. 

Allgemeinen vier Auflösungen zu. 

. 63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei* 
tel) aller KegelflSchen zweiten Grades, welche durch 
irgend 6, oder 7, gegebene Punkte im Räume geben? 

64) Wenn acht beliebige Grerade im Räume gege- 
ben sind, eine Kegelfläche zweiten 'Grades za finden, 
welche dieselben berührt. 

65) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei- 
tel) aller Kegelflllchen zweiten Grades,- welche Irgend 
6, oder 7, gegebene Gerade im Räume berühren? 

66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche ir- 
/ gend 6, oder 7, gegebene Gerade im Baume so schnei- 
den, dafs das durch die Durchschnittspunkte bestimmte 
Sechseck oder Siebeneck irgend einem Kegelschnitt um- 
schrieben Ist? 

/ 67) Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen 
zweiten Grades, welche irgend einem gegebenen Sechs- 
eck Im Baume (§• 55.) eingeschrieben sind (d. h. dessen 
Seiten berühren), ist ein einfaches Hyperboloid. 

• Dieser Satz und die yorhergehenden ^Aufgaben 
bis 66.) haben Ihre zugeordneten; wie lauten Sief 

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der ge- 
raden Kegelfläche, a) welche durch irgend 4, oder &, 
gegebene Punkte im Baume gebt, oder * b) welche 
gend 4, oder 5, gegebene Gerade im Räume berührt? 

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises» 
a) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen berührt, 
oder b) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Gerade im 
Baume schneidet? 
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90) Welche Bigeneehaften . hat cbie. Schaar ähsU» 
eher SphSrdldey wdche 'idiirch ir^eAä 4, odev 5, gege* 
bene Punkte im Räume geben; z.B. von welcher krum- 
Sien Fläche werden de umhüllt (vevgL 39.)» welches 
ist der ' Ort ihrer Büttelpunktey oder ihrer Brenig 
punkte? u. s, w. 

71) Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller 
mfaeiien Hyperbolofde, welche dordk die Seltra eüiee 
gegebenen Vierseits im Baume (§. 55.) geben? 

72) „Eine Kugd zu finden» welche irgend vier ge- 
fdbene Gerade im Räume berfihrt*' 

73) Eine Fläche zweiten Grades zu finden, welche 
irgend 9 gegebene Gerade* im Räume berührt. (Wie 
▼iele Auflösungen sind möglich?) 

74) Die Axen (d. u die drei zu einander recbt- 
" winkligen conjugirten Durchmesser) eines gegebenen 

echiefNi Kegek zweiten Grades xa finden« 

♦ » • 

75) Werden zwei beliebige Ebenen £| mittelst 
irgend dnes Strahlbüschels D anCeinander projicirt, so 

dafs jedem Punkt der einen ein bestimmter Punkt in 
der andern entspricht» und werden sofort die Ebenen 
in beliebige andere (sdnefe) Lage gebracht» so entsteht 
die Frage, welchem Gesetz sodann die Projections- 
strahlen» d. b.» die Geraden» welche die entsprechenden 
Punkte Terbinden» unterworfen seien» oder welche 
krumme Fläche von ihnen berührt werde? — Diese 
Aufgabe» nebst der ihr zugeordneten» werden durch die 
Betrachtungoi des zweiten Abschnitts gelöst werden. 

76; Wenn man Polyeder nur in Hinsicht der Art 
oder Gattung ihrer Grenzflächen von einander unter- 
scheidet» d. h.» je nachdem diese Dreiecke» Vierecke» 
Fünfecke, u. s. w. sind, so giebt es bekanntlich nur 
einen vierHächigen, zwei, fünfflächige» und sieben 
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aechsflichige KOrper*^)« »Wte viel vencUedcne 7» 8^ 
9, n flAcii%e KOrpcr noil in dteser 'Binsidit mO^- 

77) Wenn irgend ein convexes Polyeder gegd>cn 
litt ISfat eieb. dann immer (oder in welcken Flllen aor) 

irgend ein anderes, welches mit ilim in Hinsicht der 
Art oad der Zusamiiienselzung der GrenaüiiebeB über- 
oinstimml (oder von gleicher Gattmlg ist), in oder am 
eine KugelÜüche, oder in oder um irgend eine andere 
Fläche zweiten Grades beschreiben (d. b. dafa seine 
Ed^en alle in «Ifeser Fliehe liegen» oder seine Grenz- 
fiicben alle diese Fläche berühren)? ^ - 

78) pyFället man aus den Ecken eines belidiigen 
^ereckigen KOrpers (drdsett Pyramide) Lothe auf die 
gegenüber liegenden Grenzilächeii , so liegen alle vier 
Lothe, im Allgemeinen, in einem einfachen Hyperboloid, 
und swar gehören sie sn einer nnd derselben Schaar 
Strahlen desscibeu, so dafs es also unzählige Gerade 
giebt, wovon jede alle vier Lothe schneidet (§. 51.). 
Wenn insbesondere zwei der vier Lothe sich schneiden^ 
so schneiden sich auch die zwei übrigen; und wcuu 
insbesondere drei Lothe sich schneiden, so schneiden 
aidi nothwendigerweise alle Tier in einem und dem- 
selben Punkt* 

In den besonderu Fällen geht offenbar das Hyper- 
boloid in einen Grenzlall (in zwei Ebenen, und in 
einen Kegel) über/ Bei der ersten Bckannlmachang 
dieses Satzes (Journal f. Mathem. Bd. Ii. S. i^7.) 
habe ich die besondern FfiUe unrichtig angegelieiu 



Siehe System der Geometrie von Schweins. 

• **) Diese Aufgabe habe ich schon an einem anileni Orlc (An- 
fiafet Mathem. l4|i|i,2(lX.f*36.) geg^NHii «her es Ist noch keine 
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Et findet em den vanHAsmliak kugeotdneler Sais 

statt; wie heifst er? 

79) „Haben irgend zwei vierflachigc Körper (drei- 
seilige PyraaideB) eoldie Luge» daC» die vier LoiIm^ 
Weldie Mt den £cken dee einen In besümmter Ord* 
AUDg auf die GrenzfläGben des andern gefallet werden, 
io MfS/ukd einen Punkt znaannentreffen, ao geben alte« 
mal andi diejenigen Tier Lothe, weMie nan in ent-« 
sprechender Ordnung, aus den Ecken des iweiteu auf 
die Grenzflächen dee ersten filUeti dnreh irgend enm 
und denselben Punkt.** Oder: 

a) ,,Fället man aus einem beliebigen Punkt £ auf 
die Grenzflächen ABC, ABD, ACD» BCD irgend 
eines -gegebenen Tetraeders AB CD Lothe Ed, Ee^ 
£b» £a, nimmt in diesen Lethen vier beliebige Punkte 
dt b» a, als Ecken eines zweiten Tetraeders dcba 
an» nnd fUlet auf dessen Grenzflächen dob» dea» dba» 
cba aus den Ecken A, B, C, D des erstem Lothe 
Aot Be, CCf DC) so treffen diese einander aUeuai in 
irgend eniem Punkte e.^ Und femer: 

b) y,Nimmt man in den vier erstercn Lodicn ähn- 
licherweise vier andere Punkte dl, Ci, b|, ai, als Ecken 
eines dritten Tetraeders an, so wird diesen in gleicher 
Bezieliiiug ein Punkt e, entsprechen; und alsdann lie- 
gen die vier Durchschniltslinien fi, ö der vier 
räander entsprechenden Grenzftächenpaare des zweiten 
und dritten Tetraeders (d. i* die Durchsclmiltslinien der 
Ebenenpaare dcb und diCfbi, dca und dic^ai, dba 
und dibia,, cba und Cgbiai), alienal in irgend einer 
Ebene CccßyS); und 

c) diese Ebene (aß yd) steht allemal auf derjeni? 
gen Geraden eei> welche durch jene nwei genannten 
Punkte e, et geht, senkredit.'* 

Diesen Satz, nebst den zwei analogea Setzen in 
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der Ebene und auf der Kugelfläche, bei welchen näm- 
Jioby statt wie hier Tetraederi ähnlicherweite Dreiedce 

in Betracht komraeti^), habe idi sdion an einem andern 

* 

Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Matheiii. Bd. 
IL S.267.}. Alle dnk Sätze sind übrigens besondere Fälle 
von etwas allgemeineren Sätzen, wie man zn seiner Zdt se- 
hen wird* Auch haben alle drei Sätze ihre zugeordneten 
j^ttzei wie lauten die^e?- 

80) a) ,^ind in. einer Ebene irgend zwei, eSnander 
nicht schneidende, Kreise Mi, gegebenen, wovon > 
man sich den einen zunächst innerhalb des andern lie«» 
gend denken mag, und man beschreibt, in d^m zwischen 
beiden Kreisen liegenden Baume, eine Beihe Kreise 

mif m^y 'ms, m«» so, dais jeder jene zwei und den 

ihtfi unmittelbar mrangehendsn berührt, so findet einer 
von folgenden zwei Fällen statt: entweder a) die Beihe 
veilängoi sich ins Un^dliche und ist incouNnensafabel, 
oder b) sie kebit in sich eelbst sniüdL «nd ist com« 
mensurabel, d. b. nachdem sie in jenem Zwischenraum 
ii^end eine Anzahl u. Umläufe zurückgelegt hat, gelangt 
man zu einem nten Kreise Wb, welcher den ersten mi 
berührt, diesen also zu seinem Nachfolgenden bat, so 
dais hier • die Reihe sich schliefst*" 

ß) „Von diesen zwei Fällen finde! immer der nSm« 
liehe, und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag 
im ersten Kreis m^ annehmen, wo man will, so dafis 
dso ^4as .Yoiliattdensdln des einen oder endem Falles 
lediglich von der Gröfse und Lage der zwei festen 
Kreise M^, abhängt." ... 

y) ,3ezeichnet man die Radien derKrdse Mi, Mt 
durch Bi, Ba und den Abstand ihrer Mittelpunkte von 
einander dorak A, so hat man für den Fall, wo die 



Aaeh findet ein analoger Sats im Strahlbfiflchel atott. 
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igeoannte Rreisreihe auf die angegebene Art conimeii- 
flurabel ist, iolgende einfache JBediBgimg^gieidMuig; • 

• • (Ri+RO' Hh^RiRi Taiig.*^;^ - A% 

woraus jede der fünfGrofsen Ri, R,, A, u, n gefunden 
wirdy wenn die vier übrigen gegebea sind« Liegen die 
Kreise Mi»*Ms ineinaBder, so hat man die öbern, und lie- 
gen sie aussereinander, die untern Vorzeichen zu nchnien." 

81) tfiei Kreisen auf der Kugelfläche (sq wie auch 
beigeriideo Kegeln im Strahlbüschel) finden analoge Um* 
Stande statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen in 
der Ebene, and zwar hat man die Bedingungsgleichung: 

Cos.(Ri+.R,)±2Sin.Ri Sin.RjTang.^^ irr« Cos. A.** 

82) „Es seien Mi, Ms irgend zwei Kugein, wo- 
von» sum leidileniyerstfkidQiCB» die eine Mt innerhalb 
der andern gedacht werden soll, und ferner sei 
eine beliebige solche Kugel, welche im Zwischenraum 
zwischen jenen zwei Kugelflächen liegt und aieberQhit« 

„Wird eine Reihe Kugeln iiii, mi, mg, so be- . 

sdirieben, dafs jede die drei Kugeln M^, M9, M3 be- 
rührt, und daCs sie einander der Ordnung nach berüh- 
ren/ so ist sie entweder commensurabel, oder nich^ 
d. h. entweder a) gelangt mall, nachdem die Reihe a 
Umläufe um die Kugel Mt gemacht hat, zu einer nten 
Kugel Hin , welche wiederum die erste uii berührt, oder 
b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe unendlich 
fortgesetzt wird.*' 

„Auf diese zwei Umstände hat weder der Ort, wo 
die Ku^el angenommen, noch die Lage, die der 
ersten Kugel mt der Reihe angewiesen wird, Einfluß 
d. h. es findet immer derselbe Fall und auf dieselbe 
Weise statt, es mögen die Kugeln Mt, mi unt^r den 
▼orgenannten Bedingungen angenommen werden, wo 
man will, so dafs also Uofs die Gxötn ad Lage der 
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festen zwei Kugeln Mi« M9 über das VorhandeDdeki 
des einen oder andern Falles entscheidet** 

^nd Rf, Bg die Radien der Kugeln Mi, M«, und 
ist A der Abstand ihrer Blittelpunkte Ton einander» so 
kit »an fitr den donnnensnrabehi Fall (a.): 

V^t±^^^l6 RtRs Sm?^n « A*.. 

Die untern Zeichen gelten für den Fall, wo die festen 
Kngeltt Mt, Ha aufser einander Uegen, 

83) „Nach Angabc des letzten Satzes (82.) beriih« 
ren die drei Kngeln Mi» Mi» Mt einander der Reihe 
nach, und jede von ihnen berührt die Reihe Kugeln 

mi» Bis, m«, Es schlief&en sich daran folgende 

wciteiie Eigenschaften," 

a) »»Die drei Kugeln M|, M,, Ms sind Glieder 
dner zwdten Kogelreihe Mt» Mt» Mg» M4» wo- 
von jede alle Kugeln )ener ersten Reihe nnd zugleidk 
die ihr unmittelbar vorhergehende berührt/' 

b) „Die Mittelpiinkte jeder Kagelreihe^ flEir sieh ge- 
nommen, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen 
der zwei Kegelschnitte sind zu einander senkrecht^ nnd 
die Hauptseheitd eines jeden» sind zugleich die Brenn- 
punkte des andern, so dafs also entweder a) beide 
Kegelschnitte (gleiche) Parabeln» oder ß) der eine El- 
lipse und der ändere Hyperbel ist'' 

c) ^Beide Kugelreihen hSngen so von . einander 
ab» dafs sie zugleich commensnrabel» nnd zu- 
gleich iuconimensurabel sind; 

d) und zwar findet für den commensurabeln Fall 
das folgeiide merkwürdige Gesetz statt» dafs allemal 

u U 1 
n "*^N 2 
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ist, wobei nämlich U die Zahl der Umläufe und N 
die Zahl der Glieder der zweiten Kugehreihe bezeicb- 

net (82.).'' 

Die Sätze 80, 81 und 82. habe ich schon in den 
jhumlea de Maihim. tom. XVIII*, und den Satz 83. im 
Journal für Mathematik Bd. II, S. 192. zum ße- 
weisen vorgelegt. Im nämlichen Bande des Journals 
habe ich (S. 21H^ Lehrs. 59, 60 und 61.) einige beson- 
dere Fälle des Satzes 82, so wie (S. 96.) eine Aufgabe, 
welche den Satz 80 zum Ziele hatte, aufgestellt In 
Folge , dieser besondern FäUe und dieser Aufgabe hat 
Clausen im 6ten und 7ten Bande des Journals die 
Sätze 80 und 81 analytisch bewiesen, ohne dafs er von 
jenen Sätzen in den AnnalenKenntnifs gehabe zu haben 
scheint; auch sind seine Ausdrücke der Form nach von 
/ den meinigen yerschieden. Ein Theil des Satzes 80, 
nämlich (ß.% ist schon im ersten Bande (S. 256.) des 
genannten Journals von mir bewiesen. Bei spätem 
Entwickelungen wird sich Gelegenheit darbieten, alle 
vier Sätze so elementar als möglich zu beweisen. — 
Eß entstehen verschiedene interessante Fälle, wenn man 
statt der einen festen Kugel (in 82 u. 83.) eine £ben^ 
oder statt des einen festen Kreises (m 80. oder 81.) 
eine Gerade oder ein Hauptkreis annimmt. 

84) Wenn beim letzten Satze (83.) die Kugekei- 
hen eommensurabel sind, so findet in jeder f&r je zwei 
Kugeln, die als fest angenommen werden, und zwi- 
schen denen, nach der Reihe, nur eine andere Kugel 
liegt, wie z. B. für Mi, M« in der zweiten Reihe, die 
obige Bedingungsgleichung (82.) statt. Es kann gefragt 
werden: ob auch für Kugeln, zwischen denen zwei, 
oder irgend eine Anzahl x, Kugeln Üegen, in gleichem 
Sinne eine Bcdingungsgleichong statt finde? und wel- 
che es sei? 

21 
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85) Viele von den vorstehenclen Aufgaben und 
Sätzen lassen sich nviUßlst der obigen Correlationsr 
Systeme (§. ÖÄ), so wie 4uch zufolge der Anmerkun- 
gen (§. 33, §. 34, u. §. 48.), auf Terscbiedene Weise • 
umwandeln. Welche sind es? und wie lauten die neuen 
Aufgaben und Sätze? 



Ende de« ersten Theils. 
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